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Монография посвящена теории и расчетам неустановив-
шихся потоков в открытых руслах (движение волны паводка, 
волновые режимы, вызываемые суточным регулированием на 
ГЭС и т. д.). Рассматривается связь гидравлических уравне-
ний неустановившегося движения с уравнениями гидродина-
мики, исследуется устойчивость установившегося потока и 
самопроизвольное возникновение бегущих волн (быстротоки, 
горные стремнины) при отсутствии и наличии аэрации. Для 
анализа различных случаев неустановившегося движения в 
речных руслах и гидротехнических сооружениях последова-
тельно используются прямые методы математической физики, 
позволяющие сводить машинные расчеты к использованию не-
скольких стандартных программ (решение алгебраических 
уравнений, вычисление определенных интегралов и т. п.), 
имеющихся для ЦВМ всех марок. Рассматривается также за-
дача о графике нагрузки, допустимом с точки зрения огра-
ничений режима уровней в нижнем бьефе, и задача об опре-
делении характеристик русла по наблюдениям над неустано-
вившимся движением. 

Книга рассчитана на гидрологов, гидротехников, гидро-
энергетиков и на исследователей в области гидравлики и рус-
ловых процессов. 

The monograph deals with the theory and computation of 
unsteady flows in the open channels. Correlation of hydraul-
ics & hydrodynamics equations is considered; flow stability 
and spontaneous formation of rapids, races, riffles, etc. are 
discussed, in case of aeration and of no aeration. The unsteady 
flow in the river bed is analysed with the help of the direct 
methods of mathematical physics which allow programming 
and, therefore, machine computation. The problem is considered 
of scheduling the load of a hydro-electric power station with 
a view of preventing any disturbances in the level regime of 
the lower pool. Determinatiop of the free-flowing channel cha-
racteristics is given from observations of the unsteady flow. 

The publication is intended for hydrologists, hydraulic en-
gineers and research workers in the field of hydraulic engi-
neering and fluviomorphologic.al processes in rivers. 
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П Р Е Д И С Л О В И Е 

Основное содержание теории неустановившихся открытых 
потоков в их гидравлической идеализации заключается в сле-
дующем: 

1) выводе гидравлических уравнений неустановившихся 
потоков, их связи с уравнениями гидродинамики; 

2) устойчивости установившегося течения — выяснении 
условий, при которых происходит нарушение устойчивости и 
самопроизвольное возникновение бегущих волн (переход по-
тока- в «сверхбурное» состояние); 

3) решении уравнений неустановившегося движения для 
различных краевых и начальных условий: 

а) случаи, разрешимые в квадратурах, 
б) численное интегрирование с помощью различного роДа 

разностных схем, 
в) решения прямыми методами математической физики 

(Ритц, Галеркин и т. д.); 
г) решения на основании тех или иных идеализаций, не 

вытекающих непосредственно из уравнений движения (так 
называемые инженерные решения); 

4) различных обратных задачах гидравлики неустановив-
шихся потоков, в частности определений характеристик реч-
ного русла по наблюдениям над неустановившимся движе-
нием. 

Основная доля огромной мировой литературы по неуста-
новившимся потокам посвящена задачам За, 36, Зг. Что 
касается задач 1, 2, Зв и 4, то несмотря на то, что их теоре-
тическое и практическое значение отнюдь не меньше, чем за-
дач За, 36, Зг, они изучены значительно слабее. Это обстоя-
тельство было подчеркнуто автором в генеральном докладе 
на XI конгрессе Международной ассоциации гидравлических 
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исследований, который проходил в Ленинграде в сентябре 
1965 г. и был специально посвящен неустановившимся пото-
кам. Именно отмеченное обстоятельство и интерес, проявлен-
ный к задачам 1, 2, Зв, 4 участниками столь представитель-
ного форума, побудили автора написать данную, монографию. 

Глава I посвящена выводу уравнений гидравлики неуста-
новившихся потоков из уравнений гидродинамики. Повыше-
ние уровня строгости и уточнение, достигаемые при этом спо-
собе вывода, имеют значение в первую очередь для надежного 
обоснования критериев устойчивости установившегося тече-
ния. Потеря этой устойчивости возможна в горных стремни-
нах и на быстротоках, где поток часто бывает аэрирован. 
В связи с этим в главе I рассматриваются также уравнения 
гидродинамики двухфазного (аэрированного) потока и дается 
переход к уравнениям аэрированного потока в гидравлической 
идеализации. Такой переход требует информации о процессе 
засасывания воздуха потоком и о многих других деталях дви-
жения, которые сейчас еще совершенно не изучены. Поэтому 
приходится принимать дополнительные гипотезы, из-за кото-
рых соответствующие уравнения становятся менее достовер-
ными, чем в случае неаэрированного потока. Но тем не менее 
поскольку эти гипотезы (они четко оговорены в тексте моно-
графии) достаточно правдоподобны, то получаемые с их по-
мощью решения дают, по-видимому, удовлетворительное 
приближение к действительности. Значение этих гипотез 
также и в том, что они обнаруживают те пробелы, за-
полнить которые должна гидродинамическая теория движе-
ния смесей. 

Глава II посвящена математической теории устойчивости 
установившегося течения по отношению к малым возмуще-
ниям, целиком основывающейся на уравнениях главы I. За-
дача здесь состоит в том, чтобы выяснить условия, при которых 
волна, возникшая в потоке в результате малого возмущения, 
будет нарастать при своем движении по руслу и условия, при 
которых такого нарастания не будет. Эта задача отличается 
от обычных для гидродинамики задач устойчивости, в кото-
рых требуется выяснить условия, при которых отклонение, от 
установившегося течения в данной точке потока, вызванное 
малым возмущением, будет затухать с течением времени (так 
ставится, например, вопрос о потере устойчивости ламинар-
ного течения и переходе его в турбулентное). Здесь следует 
заметить, что затухание малых (теоретически бесконечно ма-
лых) волн при их движении по руслу есть только необходи-
мое, но, вообще говоря, недостаточное условие затухания волн 
конечной амплитуды, иначе говоря, из неустойчивости потока 
«в малом» вытекает его неустойчивость «в большом», но из 
устойчивости «в малом» устойчивость «в большом», вообще 



говоря, не вытекает. Исследование устойчивости «в большом» 
лйбой нелинейной системы сопряжено с серьезными трудно-
стями. Эти трудности усугубляются тем, что в данном случае 
задача выражается дифференциальными уравнениями в част-
ных производных. Автору неизвестно ни одной попытки реше-
ния задачи об устойчивости потока «в большом». Но вместе 
с тем автору неизвестно и ни одного факта, который свиде-
тельствовал бы о том, что критерий устойчивости потока 
«в малом» недостаточен для решения задач, возникающих в 
гидрологической и инженерной практике. 

В главе III рассматривается решение задач неустановив-
шегося движения с краевыми и начальными условиями или с 
краевыми условиями и условиями периодичности прямыми 
методами математической физики (называемыми также про-
сто прямыми методами или вариационными методами). Необ-
ходимо заметить, что эти методы применимы не ко всем зада-
чам неустановившегося движения. В частности, они не приме-
нимы (по крайней мере при нынешней их разработанности) 
к исследованию прерывных волн. Но в большинстве задач не-
установившегося движения в речных руслах и в искусствен-
ных каналах они вполне могут конкурировать с разностными 
схемами. Их малая распространенность объясняется лишь 
тем, что они разработаны хуже методов разностных схем не 
только в аспекте их применения к данной задаче, но и в чи-
сто математическом плане. 

Наконец, в главе IV рассматриваются некоторые задачи, 
в которых требуется по полной или частичной информации 
о решениях уравнений неустановившегося движения (напри-
мер, по ограничениям, которым удовлетворяют эти решения) 
выяснить характеристики русла или краевые условия. Такие 
задачи называются обратными. Они составляют категорию 
наиболее трудных и наименее изученных задач неустановив-
шегося движения. 

Задачи За, 36, Зг в данной монографии не затрагиваются. 
Они продолжают усиленно разрабатываться, в особенности в 
СССР, главным образом в Новосибирске (группа О. Ф. Ва-
сильева в Институте гидродинамики СО АН СССР — задачи 
За, 36), Ленинграде (группа М. С. Грушевского в ГГИ и 
группа Е. К. Трифонова во ВНИИГе — задача 36), Москве 
(группа JI. С. Кучмента и Н. С. Нечаевой в Гидрометцентре 
СССР — задача Зг) и Киеве (группа И. А; Железняка в 
УкрНИГМИ — задача Зг). Авторы этих разработок, несом-
ненно, осветят в литературе избранные ими направления зна* 
чительно лучше, чем это может сделать автор данной моно-
графии. 

Выход капитального обзора «Механика в СССР за 50 лет», 
в котором дано описание развития теории неустановившихся 
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открытых потоков и приведена подробная библиография, по-
зволил, не включать в данную монографию обзорную и би-
блиографическую части. Поэтому сделаны ссылки только на 
работы, из которых автор непосредственно что-либо заимство-
вал, на работы, в которых ранее были получены результаты, 
развитые и обобщенные в данной монографии, и на работы, в 
которых излагается математическая сторона используемых в 
монографии методов. Ссылки на свои предыдущие работы по 
неустановившимся потокам автор счел излишними, ибо все 
результаты этих работ, относящиеся к затрагиваемому здесь 
кругу проблем, включены в монографию. 



Г Л А В А I 

УРАВНЕНИЯ НЕУСТАНОВИВШЕГОСЯ ПОТОКА 
В ГИДРАВЛИЧЕСКОЙ ИДЕАЛИЗАЦИИ 

§ 1. Неаэрированный поток 

Под открытыми потоками мы будем подразумевать не про-
сто потоки со свободной поверхностью, а такие, у которых 
ширина свободной поверхности В есть неубывающая функция 
глубины. Таким образом, неустановившиеся безнапорные те-
чения в тоннелях и трубах из рассмотрения исключаются. 

Гидравлические уравнения неустановившегося потока мо-
гут быть выведены различными способами. Наиболее строгим 
является вывод этих уравнений из дифференциальных уравг 
нений гидродинамики. Такой путь, которому мы и будем сле-
довать, вместе с тем также наиболее естественен и прост, ибо 
он не требует введения обычных для гидравлики гипотез 
вроде гипотезы гидростатического распределения давлений в 
потоке и четко указывает на те предположения, которые дей-
ствительно принципиально неизбежны при переходе к гидра-
влической идеализации. 

Для потока несжимаемой жидкости напишем гидродина-
мические уравнения Рейнольдса: 

; __ ' . Л 
§ ± X - R x , (1.1) ди 

+ — ч -^ dx ^ 
duv , duw 1 

dt + — ч -^ dx ^ dy ' dz P 
dv , dvu , dv2 dvw 1 
dt 1 dx 1 dy 1 dz P 

dw , dwu , dwv , dw2 . 1 
dt 1 dx 1 dy 1 dz P 

которых 

|L + Y~Ry, (1.2) 

p - § + Z - R z , (1.3) 

д Rx = и'а' Ч- - « V + £ и'®' - vv*u; (1.4) 

Ry = - ^ V - Ь ^ + ^ Л 7 - W 4 • (1.5) 

Rz WTi' + w'v' ~ w'w'.- vv2®. :, (1.6) dx dy lf dz 
Здесь d, v, го, и у ' , w'-—проекции на оси х, у, z соответ-

ственно, осредненной и пульсацйонной составляющих вектора 



скорости потока,^, Y, Z — проекции вектора ускорения объем-
ных сил, р — гидродинамическое давление, р — плотность 
жидкости, v — кинематический коэффициент вязкости, V2 — 
оператор Лапласа. (Черта сверху в этих уравнениях есть сим-
вол обычного для гидродинамики осреднения по времени.) 

Расположение осей координат х, у, z в потоке изображено 
на фиг. 1. Тогда X = g s i n a , F=О, Z = — g c o s a = — g г д е g— 
ускорение силы тяжести, а — угол наклона оси л: к горизонту. 

Фиг. 1. Расположение осей координат в потоке. 

Интегрируя уравнение (1.3) по г, получим следующее вы-
ражение для давления в потоке: 
— - н н _ 

dw 

н 
z 

Н 
(1 . / ) 

Здесь индекс Н означает, что соответствующие перемен-
ные относятся к значению z = H , т. е. к свободной поверхно-
сти потока. В формуле (1.7) и всюду ниже предполагается, 
что пересечение свободной поверхности потока с плоскостью 
нормальной к оси х есть горизонтальная прямая. Очевидно, 
что 

WH = ll 
дН дН 
дх + dt ' (1.8) 

где первое слагаемое обусловлено непараллельностью сво-
бодной поверхности оси х, а второе — перемещением свобод-
ной поверхности. 

Обратимся к формуле дифференцирования под знаком ин-
теграла 

t 1 - 9 ) 
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Так как Н зависит от х и t, ио не зависит от у, то инте-
гралы в (1.7) преобразуются по этой формуле так: 

н _ и 
с Idw д г - - дН 

Z Z 

Я _ _ Я 
Г dwu „ д Г -— - - дН 

z z 

f 
z z 

Теперь, учитывая формулу (1.8), приведем выражение 
(1.7) к виду 
- - я я я 

г z г 
Я 

-Ь^-J wvdl — w2. (1.10) 
z 

В связи с имеющимся мнением о существовании влияния 
сил поверхностного натяжения на устойчивость потока сле-
дует учесть эти силы. Тогда под рн в формуле (1.10) следует 
понимать разность между давлением под поверхностной мо-
лекулярной пленкой и атмосферным давлением, т. е. величину 

= —c/Z., 
где з 

— радиус кривизны свободной поверхности потока, а с — ка-
пиллярная постоянная. 

Подставим р из выражения (1.10) в (1.1) и осредним полу-
чающееся в результате этого уравнение по площади сечения 
потока F. Ограничиваясь случаем русла, симметричного отно-
сительно плоскости xOz, когда все интегралы по F, содержа-
щие д/ду, заведомо равны нулю, будем иметь 

дН dL~l __ 
дх ' дх 

F { z 
11 И _ V 

д2 Г - j» , д2 г — 1 ,л . 

Z Z ) 
где i' = t g a и a = c/pg*. 

9 



Уравнение (1.11) нужно преобразовать так, чтобы опера-
ции дифференцирования вышли за знак интеграла по F. Для 
этого необходимо вывести некоторые формулы, которые пона-
добятся не только здесь, но и в следующем параграфе. Эти 
формулы также основываются на формуле дифференцирова-
ния под знаком интеграла (1.9). 

Очевидно,, что 
. В/2 И 

j у ' z ' J аУ J -^-ФС*' У' z ' t)dz-
F - -В/2 z0 

Напомним, что здесь z0 = z0(x,y) есть уравнение смочен-
ной поверхности русла, Н=Н(х, t ) , В = В(х, Н). На основании 
формулы (1.9) будем иметь 
н н 

I у ' z ' t)> d z = ~dl I ф у ' ^ d z ~ 
г0 -

дН dz — ф (х, у, Я, O'-gj-ftР'С*> У' zo> 0-^Г-

. Учитывая далее, что z0(x, В/2) = z0(x, —В/2) = Я, напишем 
на оснований той же формулы (1.9) 

J Жф г> =
 i I у' — 

В/2 В/2 

I у ' J У* z< ^intdy- ( 1 Л 2 ) 
-В/2 -В/2 

Заменяя здесь дифференцирование по х дифференцирова-
нием по получим 

| г/, г, t) dF — -jf J <р(л:, у, z, t)dF — 
t> Р 

В/2 
J* ф(x,y,z,t)dy. (1.13) 

-В/2 

Для случая, когда ф есть четная функция у, т. е. когда 
ср(х, y,z, t) = <p(x, —у, z, t), можно получить также с помощью 
несколько более кропотливых, но очевидных выкладок; 

I- / • ' 

j- В/2 ' 

I -В/2 
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I В и Л(дВ . дВ дН\ I ' ' - Ф (х , 1Г,Н, + • 
В/2 В/2 

d2/^ г Г д dz 
\ 4>{х, у, И, t)dy + 2 J у, z0, t)-j±dy+ 

— В/2 -В/2 

В/2 

+ - . . J у, z0, t ) - ^ dy,. (1.14) 

-В/2 . .. .. . 

( B/2 1 
d// I а г , „ „ , 0 / в , , л <55 a// l -В/ 2 J • ( m 

- l i r \ w J ф ( х ' У' H ' W y - ' 
{ -В/2 

l В и Л / дВ . дВ дН \} , - Ф ( х , т , Н, + + 
В/2 " . , 

+ I -ftVix, у, z0, t)^±dy. (1.15) 
- В/2 

Полагая, что на смоченной поверхности русла вектор ско-
рости равен нулю и используя формулы (1.12) —(1.15), при-
ведем уравнение (1.10) к виду 

дН . 6L-1 . , . . 1 < д г - ,с. . 

+ Р ^ + ^ г . K J 
F F г 

И 
+ ИШ l d F \ J w2 dF 

F г F 
В/2 1 

. дН f ( - дН . дН \2 , . _ ... 

- B / 2 ; J " , 
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Здесь 
Г В/2 Я . В/2 

t -B/2 г, -В/2 
Н Hi ^ II | 

X i 1 ^ d z J r j J 
-В/2 г0 J 

- F l г J 

h = J ^ + К ^ О я ) dF, 
F 

причем /1 — диссипативный член, а /2 — член, учитывающий 
количество движения, связанное с пульсациями скоростей в 
потоке. 

Осреднение по F уравнения неразрывности 
ди , dv . dw q 

дх ' ду ' dz 
с учетом формулы (1.8) дает 

где и = -~ J udF — средняя скорость потока. 
Чтобы перейти к гидравлической идеализации, нужно при-

нять некоторые предположения, позволяющие выразить все 
члены уравнения (1.16) через переменные, характеризующие 
поток как целое. 

Имея W — W1 + W2, где слагаемое w 1 обусловлено непарал-
лельностью траекторий вектора скорости, a w2 — перемеще-
нием этих траекторий в пространстве, и учитывая формулу 
(1.8), можно написать 

u = bU, = .ау2 = - л , (1.18) 

где б, е, г] — некоторые функции координат х,у ,г и времени t. 
Тогда • 

\u>dF = a>FU\ 

F г 
12 



где . 
я 

Pj =~§г | ь(х> У> t)dF | е(х, у, t)d\, 
А-' г 

Н 
= j dF j r\{x, у, I, t)dl, 

Г z 
Я 

Рз = A J 6(x, у, H, t)dF | e(jc, y, I, if. I. 
f г 

Я 

h = J dF | 6(x, г/, ОлС*. г/, i> 
/"' 2 
a' = -i- J б2 (л:, у, z, t) dF 

F 

суть функции x и t. 
Диссипативный член в гидравлике принимается, в виде 

h = Q2/K2, где Q = UF — расход потока, К — пропускная спо-
собность русла. Что касается члена /2, то естественно посту-
лировать, что он может быть представлен в виде /2 = 
= • -gj- (a"FU2), где а" = а"(х, t)~ коэффициент количества 
движения пульсаций. Следует, однако, учитывать разницу ме-
жду этим выражением для /2 и аналогичными выражениями 
(1.18): последние вполне точны до тех пор, пока не делается 
каких-либо предположений о функциях б, е, ri или a ' , Pj, Р2, 
Рз, р4> тогда как выражение для /2 есть гипотеза независимо 
от того, какие предположения делаются о коэффициенте а". 
Примем теперь, как обычно для гидравлики, что полный коэф-
фициент количества движения а = а ' + а " постоянен. Тогда, 
используя уравнение неразрывности (1.17), нетрудно полу-
чить 

'»+ TF (ж Г" dF+ J 
= 1 dU . U dU a—1 U dF 

g* ' dt gt ' дх gt ' F ' dt ' 
Наконец, в качестве последнего предположения, отбросим 

два члена, предшествующих D в правой части уравнения 
(1.16). Заметим, что в задаче об устойчивости равномерного 
установившегося потока по отношению к малым возмущениям 
это последнее предположение не вносит никакой погрешности, 
так как в указанной задаче отбрасываемые члены оказы-
ваются бесконечно малыми высших порядков и на решение 
не влияют. 

13 



Теперь уравнение (1.16) может быть записано в оконча-
тельном виде 

дН , dL'1 _ 92 I 1 dU 
1 дх + 0 дх ~~ К* + g, ' dt + 

. U_ dU а — 1 U_ dF . 
' ox S* ' F ' dt * 

^ g^F 1 Йй* В дх dt jT^ 

+ + Л 0.19) 

Для вывода этого уравнения не потребовалось каких-либо 
предположений о коэффициентах р,, р2, рз, но для его ре-
шения кое-какие допущения, разумеется, все же придется 
сделать. 

Уравнение (1.19) получено при ограничении, что поток 
имеет вертикальную плоскость симметрии. Это ограничение 
не существенно — уравнение. (1.19) справедливо и для пото-
ков, не имеющих плоскости симметрии. Однако вывод его в 
этом общем случае требует очень кропотливых рассуждений 
и выкладок в связи с тем, что здесь в. противоположность 
симметричному случаю нельзя утверждать, что интегралы 
по F, содержащие д/ду, заведомо равны нулю. Мы сочли воз-
можным не приводить эти выкладки, так как они, сильно 
усложняя все построение, не дают вместе с тем чего-либо но-
вого для характеристики физической стороны одномерной 
идеализации течения. 

Уравнение (1.19) используется только для анализа устой-
чивости установившегося течения. При анализе волновых дви-
жений в этом уравнении заведомо можно пренебречь членом 
odL~l/dx, учитывающим поверхностное натяжение. Но и после 
этого использовать уравнение (1.19) имеет смысл только при 
исследовании ондуляций, т. е. колебаний свободной поверх-
ности вблизи фронта прерывной волны и при исследовании 
разрушения волны. В остальных задачах, с которыми до на-
стоящего времени сталкивалась практика, член, стоящий в 
фигурных скобках в уравнении (1.19), учитывающий влияние 
кривизны струй и вертикальных составляющих ускорения, так 
же, как и член D, не играет существенной роли и может быть 
отброшен. Кроме того,, из-за малости множителя а—1 можно 
не учитывать также член, предшествующий члену в фигурных 
скобках, и тогда уравнение (1.19) приобретет вид 

: . дН Q2 . 1 dU , U dU п ол. 

Оно называется уравнением Сен-Венана. 
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Учитывая, что 
dU 
dt ' 

dF 
дх 

__д_ 
~~ dt 

dU 
dx 
dF _ 
df" 

\F J F dt F2 

: F 
dF 
dH 

dF 
dH 

dH 
dx 

_1 
F 

dQ 
dx 
dH 
dt 

dF \ 

F 2 

Q_ dF__ 
F2 ' dx 

dH 
dt ' 

dH 

= 'B 

В дх 

dF 
dt 

dF_ 
dx 

где (dF/dx)# — изменение площади сечения по длине потока, 
связанное с непризматичностью русла, можно записать урав-
нение (1.20) так (для просто-
ты считаем а = 1): 

V gtF* j dx 

[К2 1 
g,F3 ( дх )J Q2 

2Q dQ . 1 
dx 1 gsF 

dQ 
dt 

Фиг. 2. К выбору системы 
отсчета уровней. 

Рассматривая потоки не-
большого уклона, направим 
теперь ось х горизонтально и 
примем g*=g. Пусть АВ на фиг. 2 есть свободная поверх-
ность потока при установившемся режиме с некоторым про-
извольным расходом Qo, который в дальнейшем можно будет 
выбрать сообразуясь с удобством выкладок. Тогда (в обозна-
чениях фиг. 2) имеем 

dH 
dx 

dz н dZ 
дх дх 

г d Z 

~>г~дх' (1.21) 

где I — уклон линии АВ. Величина BQ2/gF3, как известно, пре-
небрежимо мала по сравнению с единицей как в естествен-
ных, так и в искусственных руслах, исключая только горные 
стремнины и быстротоки. Пренебрегая ею, обозначая 

(1.22) 1 /dF\ 1 
gFs [дх).~ К2' 

используя соотношение (1.21) и учитывая, что г'=0, когда 
ось х горизонтальна, приведем уравнение (1.19) к вид} 

j dZ _ 
дх к2 + 

2Q dQ, ( 1 2 3 ) 

gF dt gF dx v / 
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В очень многих случаях, в особенности при расчете дви-
жения паводков по речным руслам, оказывается возможным 
пренебречь силами инерции, и тогда уравнение (1.19) приво-
дится к еще более простому виду 

/ - — = -51 (1.24) 
дх К2 

Уравнение же неразрывности (1.17) во всех случаях мож-
но записать так: 

" О - 2 6 ) 
Все -задачи, рассматриваемые в данной книге, кроме за-

дач устойчивости, таковы, что в них можно пользоваться ли-
бо гиперболической системой (1.23) и (1.25), либо параболи-
ческой (1.24) и (1.25).. Обе эти системы нелинейны, что и 
порождает главные трудности исследования неустановившихся 
потоков. 

Чтобы избежать этих трудностей, многие авторы линеари-
зуют уравнения неустановившегося движения (сущность лине-
аризации подробно излагается в следующей главе). При этом 
линеаризация не приводит к недопустимым погрешностям, 
если исследуемое неустановившееся движение мало откло-
няется от некоторого установившегося, т. е. тогда, когда оно 
слабо выражено. Но вместе с тем в литературе описаны слу-
чаи, когда линеаризация давала хорошие результаты и тогда, 
когда отклонения от установившегося движения заведомо 
нельзя считать малыми, например в некоторых расчетах па-
водковых волн [1]. Эти случаи никто не пытался объяснить. 
Самое простое предположение, которое можно высказать на 
этот счет, состоит в том, что утверждения авторов соответ-
ствующих работ ошибочны. Но совершенно не исключено, что 
дело здесь гораздо глубже. Вполне можно допустить, что в 
речных руслах большого протяжения и неправильной формы 
действия локальных, нелинейностей направлены в противо-
положные стороны, в результате чего эффекты различных не-
линейностей взаимно компенсируются и интегрально явление 
протекает так, как оно протекало бы в линейной модели. Ра-
зумеется, доказательство справедливости или, наоборот, опро-
вержение этой гипотезы требуют серьезного специального 
исследования. Но затрата труда на такое исследование без-
условно немедленно окупится, так как его результатом будет 
либо создание новой, более обоснованной идеализации неуста-
новившегося движения в речном русле (в случае подтвержде-
ния гипотезы), либо существенное совершенствование суще-
ствующей идеализации (если гипотеза будет опровергнута). 
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§ 2. Гидродинамические уравнения аэрированного потока 
. В руслах большого уклона как естественных (горные 

стремнины), так и искусственных (быстротоки) поток может 
быть аэрированным, и тогда уравнения Рейнольдса, из кото-
рых мы исходили в § 1, к нему уже неприменимы. В главе II 
нами будет рассмотрена устойчивость установившегося аэри-
рованного течения, а поэтому следует вывести уравнения воз-
мущенного (т. е. неустановившегося) движения аэрирован-
ного потока. Для этого нужно исходить из уравнений гидро-
динамики водовоздушной (т. е. двухфазной) смеси. Мы 
дадим вывод этих уравнений по Ф. И. Франклю [2], работа 
которого в рамках принятых им ограничений есть наиболее 
полная и строгая по этому вопросу. 

Ф. И. Франкль рассматривает смесь, состоящую из жидкой 
(вода) и твердой (частицы наносов) фаз. Но это отличие от 
нашего случая водовоздушной смеси не принципиально до 
тех пор, пока речь идет только об использовании основных 
законов механики, а не каких-либо иных физических зависи-
мостей. Поэтому общие концепции Франкля полностью прием-
лемы и в данном случае. Если к тому же пренебречь взаимо-
действием фаз (т. е. растворением воздуха в воде или выде-
лением из воды растворенного в ней воздуха) и сжимаемостью 
воздушных пузырьков, что вполне допустимо при тех, сравни-
тельно очень низких градиентах давлений и скоростей, кото-
рые характерны для рассматриваемых здесь потоков, то сле-
дует говорить не только о приемлемости концепций Франкля, 
но и о полной тождественности уравнений двухфазной смеси 
в тех случаях, когда вторая фаза есть твердые частицы и 
когда она есть пузырьки газа. 

В основе вывода уравнений Франкля лежит простран-
ственно-временная операция осреднения, являющаяся обоб-
щением той временной операции осреднения, в результате 
которой из уравнений Навье—Стокса получаются уравнения 
Рейнольдса. Пусть f = f(x,y,z,t) есть какая-либо гидродина-
мическая величина (скорость, давление и т. п.) в точке по-
тока с координатами х, у, z в момент t. Эта точка может на-
ходиться как внутри жидкой фазы, так и внутри газового 
пузырька. Пусть далее £2 есть область в четырехмерном про-
странстве х±, г/i, 2ь ti, определяемая неравенствами 

где г и At — некоторые данные малые величины. Осредненное 
значение f определяется так: 

_ f dxi dt/i dzi dt\ _ 

f = J; Д r — = f(x> У* г, t), (2.1) 
dxi dyy dzt dtx 
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где интегралы в числителе и знаменателе берутся по обла-
сти Q. Введем разрывную функцию s, равную единице внутри 
газовых пузырьков и нулю , внутри жидкости. Очевидно, что 
осредненное значение s, т. е. функция s ( x , y , z , t ) , есть непре-
рывная функция координат, которую можно назвать воздухо-
содержанием потока. Наряду с общим осреднением (2.1) не-
обходимо ввести еще осреднения по объемам, занятым жидко-
стью и пузырьками газа, 

Г = И } ~ - } , = (2-2) 1 —s s 

Установим уравнения неразрывности. Пусть F(x1,y1,z1) = О 
есть уравнение некоторой произвольной, но фиксированной 
замкнутой поверхности S внутри потока смеси. Если газовые 
пузырьки считаются несжимаемыми, то можно написать 

"W7 I J I s ( X l ' ^ d , x x d y x d z x = . 
W 

' = — { J yvzv t\Wsn{xV У)< Zv t^dS. (2.3) 
F 

Здесь W — объем, ограниченный поверхностью F = 0, a 
Vsn — проекция вектора скорости газовых пузырьков l/s на 
внешнюю нормаль к поверхности 5. Уравнение (2.3) выра-
жает то обстоятельство, что увеличение объема газа внутри 
поверхности 5 в единицу времени (левая часть уравнения) 
равно притоку газа внутрь сквозь эту поверхность за ту же 
единицу времени (правая часть уравнения), Положив 

,х1=х-\-1, у1=-у-!
гц, z ^ e - l - f t , tx = t-|-т, (2.4) 

будем рассматривать т], й, т как постоянные, а х, у, z, t—* 
как переменные. Уравнение (2.3) приобретет вид 

IF" ! I J + У+Л. z + 'fr, t + r)dxdydz = 
w 

= — J J s ( x ^ Z , У + Ч, z + O, * + т ) Х 

X Vsn ( X у + л,•-z + G, t + т) dS. 

Осреднйм это уравнение:в смысле операции (2.1),т. е. про-
интегрируем по четырехмерной области 

P + tf + ^ C r 2 , |т |<Лг?, (2.5) 
4jt а затем разделим на объем этой области, т. е. на - д - г3-2 At. 

Учитывая, что вследствие постоянства области 5 и области 
интегрирования (2.5), можно менять местами интегрирование 
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по г], д и дифференцирование по t, а также интегрирование 
по х, у, 2 и 1], получим 

J | J s(x, у, z, t)dxdydz — 
w 

= — J J s (x , y, z, t) V'n{x, y, z, t) dS. (2.6) 
s 

По теореме Остроградского, поток вектора через 
замкнутую поверхность S, стоящей в правой части уравнения, 
равен интегралу от дивергенции этого вектора по объему W 
(если внутри объема отсутствуют источники и стоки, как в 
нашем случае). Учитывая, кроме того, что дифференцирова-
ние по t можно внести под знак интеграла, получим 

I J + = (2.7) w 
В силу произвольности области интегрирования это озна-

чает, что подынтегральное выражение равно нулю. В развер-
нутом виде это записывается так: 

дТ d(7as) d(lvs) 
i t - 1 — ш — I " - д Г ~ + — 5 Г - = 0 ' ( 2 , 8 ) 

где и*, г»*, w* — компоненты вектора V*. Уравнение нераз-
рывности для жидкой фазы получается аналогично 

—Ft 1 Ш ^ Щ 1 Tz — a 

Перейдем к выводу динамических уравнений. Проекция на 
ось х количества движения газовых пузырьков, заключенных 
в объеме W, равна 

J J J ivC*!» У\> «1» tx)tia{xv yv zv tl)dx1dyldzl. 
w 

Здесь ps — плотность воздуха. Изменение этой проекции за 
время t\—^ составляет 

J | yv zv t"{)us(xv yv zv t"^dxl dyxdzx— , 
W • ', 

— I I J yv ZV ti)us(xv Ур z 1», t'^dXydyydz^ (2.10) 
w 

Через поверхность S, ограничивающую объем IF, в единицу 
времени проходит наружу объема Масса газа 

J j y v «1, t\)V 
s 
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которая уносит с собой определенное количество движения. 
За время t\ —1\ проекция этого количества движения на 
ось х составляет 

h" 
[ a^i-J J yv Zv t1)us(xv уv zv tx)Vsn{xv yv zv tx)dS. 

< s 

: (2.11) 

На пузырьки газа действуют объемные силы и силы гидро-
динамического давления. Проекции объемных сил на оси х, 
у, z обозначим через X, У, Z. Проекция на ось х импульса 
объемных сил, действующих на пузырьки воздуха в объеме W 
за время t\ —1\, равна 

'i 
j d t x I I I У» ZV t\)x(xv i>v zv tx)dxldyxdzx. (2.12) 
/ w 11 

Обозначим через px$ проекцию на ось х сил гидродинами-
ческого давления, действующих на единицу поверхности пло-
щадки, нормальной к оси Тогда проекция на ось х импульса 
гидродинамического давления на пузырьки газа за время 
t\—1\ составит 

/ / 

- I dtx J j р х п </Ф, 

где Ф — общая поверхность пузырьков воздуха в объеме W. 
На основании теоремы количества движения можно напи-

сать 

J. J • | Р / (-«1» Vv z v us ( x v yv z v О d x \ йУ\ d z i — 
w 

\ 

~ I I I P^'C*!' yv Zvti)us(xp yv zv t[)dxxdyxdzl + 
W ' 
If 
h 

I d t A \№(xvyvzvh)uAXvyvzvtdV'sn{Xvyvzvt{)dS=*. 
t' s 
ч 
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= 1 dtx 1 I I 9sS(Xv yv z>' yv tx)dxxdyxdzx — 
.1 w 

- ] $ I Pxnd®. 

Переходя здесь к пределу при t\ получим 

WrJ 1 j-P^^i' zv h)V>s(xv yv zv dx1 dyx dzx 
1 w 

+ [ J yv z v t\)usi.xv yv z v h W s n & v yv z v t \ )dS = 
's 

~ J I I yv zv (i)x(xv yv zv dxxdyxdzx— J J pxndO. 
W Ф 

(2.13) 
По теореме теории поля об интегральном преобразовании 

тензоров, аналогичной теореме Остроградского, имеем 

J J И + ^ + <2Л4> 
Ф Wq> 

где Wiр — часть объема W, занятого воздушными пузырьками 
Выражение (2.14) иначе записывается так: 

$ j pxnd<b= j j $ s{xv yv zv tx)X 
ф W 

Делая теперь замену переменных (2.4), используя выра-
жение (2.15) и интегрируя по области (2.5), из формулы 
(2.13) получим 

"5fJ j j s*sdxdydz + J J su,VsndS = w s 

— J J | sX dxdydz — 
• w 

— ^ J" J J ' ( % + ^ + З г Н » * - <2.16, 
w 

21 



Поскольку в рассматриваемом случае явление протекает в 
поле силы тяжести, Я = const и sX=sX. Далее, в силу (2.2) 
sus=sus*. Обращаясь к остальным членам выражения (2.16), 
положим 

us{x \ у -f 11, г |- ft, 14-т) = 

— u*s(x, у, г, + у, z, t, rj, ft, т) (2.17) 

и представим аналогичными выражениями компоненты vs и 
до.,. Далее напишем 

0 + Л. z-4 Ф, *Ч-т) = 

= s( jc , у, z, /!)-f s ' у , г, t, С, "П, ft, т), (2.18) 

Рху(хЦг^ У + 'л- г + * + *) = 
= Рху (Х' У> Z> 0 + ^ У' г' т)- (2Л9) 

Аналогичные выражения будем иметь для рхх и При 
интегрировании по области (2.5) величины, зависящие только 
от х, у, z, t, как например us(x,y,z, t), следует рассматривать 
как постоянные. Исходя из этого 

(2.20) 

ибо очевидно, что = = Используя выражения 
(2.17) — (2.20), применяя ко второму члену правой части (2.16) 
теорему Остроградского и действуя в остальном так же, как 
и при выводе уравнения неразрывности, получим: 

dlws dlu*us dlusvs ' dlusw*s ; ds (usu'J dJ(u'sv'sf ^ 
dt "г" дх ду dz "т" дх + dy 

ds (u'.w'X s / д~p~ dprlJ dT~\ 
' dz p,s \ дх ду 1 dz J 
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Совершенно аналогично напишем уравнения динамики га-
зовых пузырьков для осей у и г: 

* i . — * * 9 * * * dsvs osvsus osvsvs dsvsws 

dt 1 dx . dy 1 dz 
— ( I 1 \* • » — ( ' f \ * 

d s { v W s f . "ds (y'sVs)* ds {Vsw'sy 

dx ' dy * дг 
dWy , d~P7z = sF 

dsw* dsw*siis dsw*sv*s dsw*w* 

s { dPVX 
Pi \ dx 

1 
VsV 

dsw * * 

dy 1 dz - h 

Л ~ dx ^ ' йг 1 

Г dx dy dz • 
dPzx , , dPzz 

= sZ-4-( Ps \ dx 1 dy 1 d2 

а также уравнения динамики жидкой фазы: 

d(l— 7) и? , d(l — 7)u*u* . d(l — 5)иУ . d (1 — s) u*w* .-
di dx ду dz 

. d(l — 7){u'u')* • d(l— Г)(иУ)' . d(l — 7)(u'w')*__ 
"r dx ' dt/ * dz 

di dx ' ду . ~ dz 
d(l — 7)(v'u'f d(\—7) (v'v'f d(l —7)(v'w')* 

+ dx "+" ^ - h 
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д (1 — s) w* d (1 — s) w*u* (1 — s) w*v" , — s) w*w*_ 
dt ' дх ду dz 

d(l —~s)(w'u'T d(\ — ~s)(w'v'Y <?(! — s).(w'w') 
. дх ' ду ' . dz 

Система уравнений (2.8), (2.9), (2.21) — (2.26) не замкну-
та по тем же причинам, что и система уравнений Рейнольдса 
для однофазной жидкости; получить из общих законов меха-
ники какие-либо дополнительные уравнения, содержащие 
только те неизвестные, какие входят в эту систему, невоз-
можно. 

Умножая уравнения (2.21) — (2.23) на ps, а уравнения 
(2.24—2.26) на р и суммируя затем уравнения для газа и 
жидкости, относящиеся к одинаковым осям, получим аналог 
уравнений (1.1) — (1.3) для двухфазной смеси: 

-L [ р Х + р (1 -1) а"} + А +• р (1 - s) иЩ -+ 

[ p » ; + P ( I - S ) « v ] + а [ Р » ; 4 P d = 

= + (2.27) 

ж [р>*+р о - з + [ р » : + Р а - з + 
[ р » : + р о - s) ̂ + i [ р » ; + р а -«) vw*\ = 

= (2.28) 

А [ р > ; + р (1 - 7) + JL [ Р > * х + Р О - S ) ® v ] + 

= - ^ + [ p s " i - + p ( l - s ) ] Z - ^ . (2.29) 

p _ ШЬ*. Л_ дРх» I дР** /О чп\ 

дх "Т" ду "Т" dz ' 

Р _ дРуХ , dPyy , дРу* t0 оП 

д Г > 

^ = + (2-32) 
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я * = ж + Р (1 - s) ( « v r j + 

+ £ [ р , 1 ( и > ; ) ' + р(1 - s ) ( u ' w y ] , (2.33) 

^ [ р Ж О * + Р П + 

+ i y К vsY+р ( 1 — v Л + 

+ w К Ч ) ' + р (1 - К ' . (2-34) 

' [ p j « < ) * + p О + 

+ (2.35) 

Система уравнений (2.8), (2.9), (2.27) —(2.29) т акже не 
замкнута, но она не содержит членов с пульсацией давления, 
о которых сейчас ничего не известно даже гипотетически, и 
поэтому она удобнее, чем система (2.8), (2.9), (2.21) — (2.26). 

§ 3. Гидравлические уравнения аэрированного потока 

Чтобы замкнуть систему уравнений (2.8), (2.9), (2.27) — 
(2.29) или чтобы получить из нее замкнутую систему для 
одномерной идеализации, нужно, как и в случае однофазного 
потока, принять те или иные гипотезы, не сводящиеся к основ-
ным законам механики, или опереться на экспериментальные 
данные. 

Гипотеза I такого рода заключается в предположении, что 
поток имеет четко выраженную свободную поверхность, т. е. 
поверхность, на которой s делает скачок от s < 1 под поверх-
ностью до s = 1 над поверхностью. Это значит, что случаи, 
когда отсутствует четкое разделение области, в которой дви-
жутся воздушные пузырьки, окруженные жидкостью, и обла-
сти, в которой движется в воздухе водяная пыль (т. е. слу-
чаи, когда поток в обычном понимании перестает, существо-
вать), из рассмотрения исключаются. 

Опираясь на эту гипотезу, осредним по площади сечения 
потока уравнения неразрывности. Направляя оси координат, 
так, как показано на фиг. 1, и предполагая по-прежнему, что 
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плоскость xOz есть плоскость симметрии потока, получим, ин-
тегрируя выражение (2.8) по F, 

r ds ^ ~г dsu* с dswt 
! n r d F + i ~ d f d F + = (3-D 

F F F 

Используя, как и в § 1, формулу дифференцирования под 
знаком интеграла, найдем отсюда 

В/2 

F - В / 2 . F 

В/2 В/2 

dH г — г — 
. dl -J sHtt*sHdy+• J sHw*sIidy = 0. (3.2) 

— В/2 - B / 2 

По аналогии с формулой (1.8) можно написать 

<и = + : (3.3) 

Здесь Aws — составляющая w*H, обусловленная обменом 
воздухом между потоком и атмосферой, положительная, когда 
воздух выделяется из потока, и отрицательная, когда воздух 
засасывается в поток. Из выражений (3.2) и (3.3) легко по-
ручить 

В/2 

4 - j JdF+-^jsu*sdF-f j HHAws dy = 0. (3.4) 
/• -в/2 

Последний член этого уравнения можно представить как 
WSB, где Ws — объем воздуха, выделяемого в атмосферу в 
единицу времени с единицы площади свободной поверхности. 
Далее 

J Is dF — SF, j 7и* dF = <?. (3.5) 

где S — среднее содержание воздуха в единице объема пото-
ка, a q — расход воздуха через поперечное речение. В резуль-
тате уравнение (3:4) приобретает вид 

Т + (3.6) 

: Для жидкой фазы формула, соответствующая (3.3), будет 

' : ' Г : (3-7) 

где Aw —: составляющая Скорости вызванная выделением 
водяной пыли из потока в атмосферу. Осреднян уравнение 
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(2.9) по площади сечения потока и используя (3.7), получим 
так же, как было получено выражение (3.6), следующее одно-
мерное уравнение неразрывности для жидкой фазы: " ' .. ' 

: ад 
Здесь W — объем водяной пыли, выделяющейся в атмо-

сферу в единицу времени с единицы площади свободной .по-
верхности, а 

Q — j ( l — s) и* dF (3.9) 

—расход жидкости через поперечное сечение потока. ^ , • 
В связи с уравнениями неразрывности необходимо заме-

тить следующее. В работах по движению смесей часто прини-
мается гипотеза, которую мы будем называть гипотезой гидра-
влической крупности. Она состоит в том, что вектор скорости 
твердой фазы или газа есть геометрическая сумма вектора 
скорости жидкой фазы и вертикально направленного векто-
ра со, численно равного гидравлической крупности твердых 
частиц или газовых пузырьков. Для тяжелых твердых частиц 
(при нашем выборе координатных осей) гидравлическую 
крупность следует считать отрицательной и вектор со напра-
влен вниз, для газовых же пузырьков гидравлическая круп-
ность положительна и вектор со направлен вверх. Нетрудно 
видеть, что эта гипотеза несовместима с уравнениями нераз-
рывности турбулентного потока смеси. Действительно, пола-
гая в соответствии с этой гипотезой 

- . = у ; = г>Ч-%. ®* = ®*.+ ©,, 

где со*, <%, сог — проекции вектора со на оси координат, и скла-
дывая после этого уравнения (2.8) и (2.9), получим 

А (я* + scoj + ^ (V* + т у ) + + ,?сог) == 0. (3.10) 

Рассматривая стационарный равномерный поток в беско-
нечно широком русле, в котором плоскость хОу есть плоскость 
дна, нужно положить д/дх = д/ду = 0 и тогда из выражения 
(3.10) получаем: 

A (W* saz) = 0, <Гсог = ф(л:, у, t), • „ 

Но из условий неизменности течения по х> у и t следует, 
что произвольная функция о|) = const, а из условий на поверх-
ности ('ш*.==.0- и s — sH) вытекает i|>=fsH£o2. и, следовательно, 
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в толще потока = s)az=?4), чего, очевидно, в рассмат-
риваемом случае быть не может. То, что это есть именно проти-
воречие, а не факт, требующий объяснения (хотя в литературе 
и известны попытки дать такое объяснение), видно не только 
из бесспорности тех исходных позиций, которые послужили 
для вывода уравнений (2.8) и (2.9), но и из следующего. Не-
трудно проверить, что, если гипотеза гидравлической крупно-
сти верна, то уравнения (3.3) и (3.7) в общем случае не мо-
гут удовлетворяться одновременно и, стало быть, по крайней 
мере одно из них неверно. Но тогда должно быть ошибочным 
по крайней мере одно из уравнений (3.6) и (3.8). Однако оба 
эти уравнения могут быть выведены и без помощи уравнений 
(3.3) и (3.7)—на основании одного лишь закона сохранения 
вещества. Действительно, выделяя двумя нормальными к 
оси х сечениями элемент потока длиной dx, видим, что, если 
через первое (по течению) сечение в элемент за время dt вно-
сится объем воздуха qdt, то за то же время через второе се-
чение выносится объем î q Ц- dx^dt , а через свободную по-
верхность элемента в атмосферу выделяется объем WsBdxdt. 

Таким образом, за время dt в элементе накапливается 
объем воздуха 

qdt-[q + -^dx}dt- WSBdxdt = — (-gj + WsB}dxdt. 

С другой же стороны этот накапливающийся за время dt 
объем можно выразить так: 

[SP + ^ d t ) dx SF dx ^ dt dx. 

Приравнивая эти два выражения, получим уравнение (3.6). 
Совершенно аналогично можно получить и уравнение (3.8). 
Таким образом, результат, получающийся из уравнений (3.3) 
и (3.7), несовместимых с гипотезой гидравлической крупно-
сти, безусловно верен, а это значит, что гипотеза гидравличе-
ской крупности должна быть отвергнута. Следует заметить, 
что ни теория [3], ни опыт [4] не подтверждают этой гипотезы. 
Хотя в работе [3] и показано, что при некоторых соотноше-
ниях между размерами и плотностью частицы и частотой пуль-
саций потока эта гипотеза более или менее точно выдержи-
вается для отдельной частицы, но это ничего не говорит в 
пользу того, что она будет выдержана и для системы взаимо-
действующих (через скоростное поле потока) частиц: для 
того, чтобы она выдерживалась в последнем случае, только 
необходимо, но еще недостаточно, чтобы она была справед-
ливой для уединенной частицы. 

Переходя к динамическим уравнениям, примем гипотезу II, 
заключающуюся в том, что вязкостью жидкости и газа как 
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внутри этих фаз, так и на поверхности их контакта можно 
пренебречь. Это значит, что в формулах (2.30) — (2.32) сле-
дует принять 

р — dL р — Р —дР 
~ дх ' ^у ~~ ду ' z ~~ дг ' 

Тогда из выражения (2.29) получается 
я я 

Р = Рн + 8 . ] J R z d l + -
г z 

Я 

+ J w [ р Л + P п - + 
z 

Я 

+ j [ P » H P C 1 , - i ) ® V ] dl-f 
z 
H 

+ J W [ Р ^ Ч + p (1 - ® V ] dl - ь p , 5 > ; „ ® ; „ 4-
z 

+ p(l — ~ s H ) w * H n i ? H — — p(l — s)w*w*. (3.11) 
В аэрированном потоке поверхностная пленка нарушена 

и давления по разные стороны свободной поверхности одина-
ковы, т. е, р н = 0 . Учитывая это и преобразуя (3.11) с по-
мощью формулы дифференцирования под знаком интеграла 
так же, как это было сделано с выражением (1.7), получим, 
используя выражения (3.3) и (3.7), 

я 

p = g . \ l p j + p ( l — 
z 

Н И 

+ J R z d i + ± L J + 
г z 

Я 

+ ж! [ p » ; + p d - i ) ® * « * ] ^ + 
z • ' 

Я ' . ' ' 

+ i f J +р d - з ®v] d i -
г 

— че* — P (i — s) w*<w* + PssNw*sfiAws + Р (1 — sH) w*H Ада. 
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Подставим значение р в формулу (2.27) и проинтегрируем 
результат по площади сечения потока 

( _ _ и 
J f l f ^ j - ^ I P ^ + P d - « ) ] + «-. J + 
Р 1 - г . . 

Я 

+ + W + Р(1 - s) W] + 
г 

+ ^ [ р / « Х + Р (1 - 7 ) « V ] + А [ р ^ х + Р(1 - 5) и*®т] + 
я 

+ 1 Ш J [ P > : + P ( l • : 
г 

Я , 

+ ш J [ р > х + р ('1 ^ -
г 

- "ЭГ + Р (1 - s) - — 

. — р(1—5 / / )ш* я Д®]} = 0. 

Используя формулу (1.9), вытекающие из нее формулы 
(1.12) —(1.15), а также формулы (3.3) и (3.7) и обозначая 

F У * J 
можно придать этому уравнению следующий вид: 

I /•' г 

+ 4 Г [С1 — Л) Ч- (1 5) Ч- •. f . 
+ W I [ ( 1 - a ) l u > * * + ( 1 ~ м * й 1 d F + 

И , " " ' 

+ ^ И ^ 1 [ ( 1 - н- (1 - ® *«*] ^ + , 
Л' г • ; : 
II " ) 

+ д Ш J d F J. + + Л + D + (3.12) 
? ' J 
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где 

Л = ^F { - Ж I Р - + О - s) dF 4-

В/2 

-В/2 

f В / 2 Я 

{ -BI 2 г0 
В/2 Я 

-В/2 z0 
В/2 Я 

-В/2 г„ 
В/2 Я 1 

+ 1 J [о - F ) , 
-В/2 г0 J 

Г В/2 _ _ 

* I -В/2 
В/2 _ • | 

-В/2 J 
При s = Affi>s = A® = 0 уравнение (3.12) обращается в урав-

нение (1.16), как этого и следовало ожидать 
Гипотеза III заключается в том, что пренебрегаем чле-

ном А в формуле (3.12) на тех же основаниях, по которым 
были отброшены соответствующие члены в уравнении, (1.16). 

Механизм обмена воздухом и водяной пылью между пото-
ком и атмосферой изучен далеко не настолько, чтобы сейчас 
можно было предложить какие-либо уравнения, связывающие 
Aws и Aw с другими элементами потока. А так как в-дальней-
шем уравнения данного параграфа будут применяться только 
к таким потокам, у которых в среднем расход воздуха через' 
свободную поверхность равен нулю (т. е. засасывание воз-
духа на одних участках свободной поверхности компенси-
руется выделением его на других-участках, если засасывание 
и выделение вообще имеют место), то естественно принять 
гипотезу IV — Aw s=Aw = 0 в уравнении (3.12) и соответствен-
но 1 ^ = 1 ^ = 0 в уравнениях. (3.6) и (3.8).'Иными словами, в 
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уравнении (3.11) член Е равен нулю. Гипотеза IV означает, 
что обмен воздухом и водяной пылью между потоком и атмо-
сферой отсутствует не только в среднем, но и вообще. Такое 
предположение имеет преимущество простоты, и в то же 
время любая другая более сложная гипотеза в данное время 
не будет более обоснованной. Гипотеза IV означает также, что 
изменения степени аэрации потока S во времени и по длине 
могут происходить только за счет несинхронного изменения 
скоростей жидких частиц и* и воздушных пузырьков я*. По-
этому, когда выполняется гипотеза IV, эти изменения могут 
быть лишь очень незначительными. Это дает основание ими 
пренебречь и принять гипотезу V — 5 = const. 

Положим, как и в § 1, 

и* = Ш, и* = уи*, s = a S, 
* дН , дН 

* дН , дН 
+ Ч - 5 Г ' 

где б, у, 0, е„, T|s, е, т] — некоторые функции координат и вре-
мени. Величину U можно определить по-разному. Определим 
ее как среднюю скорость течения водовоздушной смеси U = 
= (Q + q)F, т. е. как 

F 

Теперь можно написать: 
я н 

j dF J Jdl = 5 J dF J a dl = ^SF^B, 
F z F z 

I [(1 — a)su*s + (1 — s) u*\ dF = { 1 — UFy 
F 

J [(1 — a)su*u* + (1 — s) if i f ] dF 4= (a' — U2F, 
F 

H 
J dF J [(1 — + (1 — s) да*] dl = 

н 
j dF j [(1 - a) (1 - s) ®V] dl = 
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где 
я 

\dF \ s s d l , = J [ l - ( l - a ) y ] a 6 r f / s 
F z F 

Ъ г ^ т J [ l - ( l - a ) y ] c 6 W , 
F 

Я 

^6HdF j[E-(l-a)esy}odb 
F z • 

Я 

J dF J [г,-(1 - a ) ruv]adl, 
F z 

Я 

= r̂ J 6я dF J [e - (1 - а) аб dl, 
F z 

H 
G7 j dF J [ Л - ( 1 - -а) гьу] obdl, 

F z 

' . H 
K — ^ j ^ d F j e d l , 

F z 
H 

j dF j r]dl, 
F ' z 

H 

\b"dF 

F z 

Я = ^ \ d F \ r \ b d l , 
F.y г 

a' = - l j f i *dF. 
F 

Член / в уравнении (3.12) так же, как и в уравнении (1.16), 
можно представить в виде суммы /1 и /2, где /i — диссинатив-
ный член, а /2 учитывает количество движения, связанное с 
пульсациями скоростей. В качестве гипотезы VI мы примем 
предположение, уже фигурировавшее в § 2, а именно, 

. _ _J_ da"PU2 
J2 — ' дх ' 

3 З а к . 946 33 



где a" = const. Попробуем определить /V Для равномерного: 
аэрированного потока в призматическом русле все производ-
ные по I и t равны нулю и уравнение (3.11) приобретает вид 

/(1 —aS) — jv 

Составим уравнение равномерного потока двухфазной 
смеси исходя из гидравлических соображений. Выделим в по-
токе отсек длиной /. За время At приложенная к отсеку сила 
тяжести совершит работу 

J(l-F) + jlaldF^ И At. (3.13) 

Работа сил Сопротивления, вызванных шероховатостью дна 
и стенок русла за то же время, будет равна то%IU At, где т0 —. 
среднее касательное напряжение на смоченной поверхности 
русла, а х — смоченный периметр. 

Кроме преодоления сил сопротивления, поток затрачивает 
еще энергию на транспорт воздушных пузырьков. Эту энер-
гию можно определить из следующих соображений. Предпо-
ложим, что рассматриваемый отсек потока остановился. Тогда 
пузырьки воздуха начнут всплывать под действием архимедо-
вых сил. Для пузырька диаметром d эта сила равна 

1 -T^ i l lZ ik . 
6 ' 8 

Если со есть скорость всплывания пузырька, то работа, 
производимая одним пузырьком за время At, будет 

. . яд?3 _ р — р̂  
6 ' g ; ' 

а для п пузырьков, содержащихся в отсеке, можно написать 

IH^l . P j ^ a A t ^ F l S a ^ - a A t , (3.14) 
6 g g к ' 

ибо nnd3/€>Fl = S. Это и есть работа, затрачиваемая потоком 
на удержание воздуха в своей тРЬлще. Скорость всплывания 
пузырьков со в стоячей „жидкости зависит от многих факторов, 
включая конфигурацию системы пузырьков. Согласно ра-
боте [5], абсолютная скорость подъема пузырей, заполняющих 
с одинаковой концентрацией.s пространство между двумя го-
ризонтальными плоскостями, определяется как 

ю = и 0 (1—s) , (3.15) 

где соо — скорость всплывания (гидравлическая крупность) _ 
уединенного пузырька. В качестве гипотезы VII примем вме-
сто выражения (3.15) формулу 

со = со0 (1 — S). 
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Теперь можно написать уравнение работ 
il и > I (1 — + su*sdF\ = 

F F J 

ИЛИ 

= x0tlU At + FISa -J- Ю0 (1 — S) At, 

1 . т». o^sa-S) ( З Л 6 ) 
1— aS R Yc (1—aS)U v ' 

где R — гидравлический радиус, a 
_ p ( i - 5 ) + pas 

S' 

— объемный вес водовоздушной смеси. Для однофазного по-
тока 

= { З Л 7 > 

где С — коэффициент Шези. Примем, что формула (3.17). со-
храняет силу и для аэрированного потока. В этом и будет 
заключаться гипотеза VIII. Основанием для этой гипотезы бу-
дет то, что в крайних случаях 5 = 0 (поток воды) и S = 1 (по-
ток воздуха) формула (3.17) верна, а значит можно ожидать, 
что она будет верна и в промежуточных случаях. Из выра-
жений (3.12), (3.16) и (3.17) имеем 

A - T a & ^ - ^ W + T T 5 * 1 ( З Л 8 ) 

Примем теперь гипотезу IX — формула (3.18) распростра-
няется и на неустановившееся движение. Это есть обобщение 
обычной для гидравлики гипотезы — сопротивления в неуста-
новившемся движении могут определяться по тем же форму-
лам, что и в установившемся. В результате всех этих преобра-
зований членов уравнения (3-11), ему можно придать такой вид: 

+ Y f { ЖШ ' [ w i f + р 2 i f ) + 

+ + + (3.19) 

где 
a = a' + a"-%S, = £ = 1 , 2 , 3 , 4 . 
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Складывая уравнения неразрывности (3.6) и (3.8) и учи-
тывая, что Q + q ^ U F , получим (при W = W s = 0 ) . 

^ + 1 = 0. (3.20) 

Используя выражение (3.20), можно придать уравнению 
(3.19) окончательный вид 

1 — dU U_ dU a— U dF 
+ Л ' dt + И g, • дх g, " F ' dt "+" 

^ g,F \ dt дх В дх ^ dt 

В частном случае неаэрированного потока, когда S = 0, это 
уравнение переходит в уравнение (1.19), если в последнем 
отбросить член, учитывающий поверхностное натяжение. 

Вернемся теперь к допущениям, которые были приняты 
при выводе гидравлических уравнений неустановившегося по-
тока. 

В случае однофазного (не аэрированного) потока, вывод 
уравнения (1.19) не требует, в сущности говоря, никаких 
предположений, кроме тех, которые вытекают из использова-
ния одномерной идеализации течения, т. е. являются совер-
шенно обычными для всей гидравлики вообще. Останавли-
ваться на этих предположениях нет необходимости. Нужно 
лишь подчеркнуть еще раз, что принятый способ вывода гид-
равлических уравнений из общих уравнений гидродинамики 
позволяет свести к минимуму число предположений такого 
рода, в частности, он делает ненужными неоправданное пред-
положение о гидростатическом распределении давлений в по-
токе, и весьма искусственные построения, обычно применяе-
мые при учете влияния кривизны струй в уравнениях дви-
жения. 

Значительно сложнее обстоит дело в случае двухфазного 
(аэрированного потока), ибо для замыкания уравнений 
Франкля, из которых мы в этом случае исходили, требуется 
такая информация о взаимодействии фаз между собой и с 
граничными поверхностями потока, которой наука в данное 
время еще не располагает. В связи с этим полезно дать сводку 
гипотез, принятых при выводе гидравлических уравнений 
аэрированного потока, с некоторыми дополнительными ком-
ментариями. 
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Гипотеза I — поток имеет четко выраженную свободную 
поверхность. В рамках одномерной идеализации эта гипотеза 
совершенно необходима, так как случай, когда она не выпол-
няется, т. е. когда движение воды с воздушными пузырьками 
в нижних слоях потока плавно переходит в его верхних слоях 
в движение водяных капель в воздухе, принципиально нельзя 
исследовать, отвлекаясь от стратификации фаз по вертикали. 
Иными словами, этот последний случай требует по меньшей 
мере двухмерной идеализации. 

Гипотеза II — вязкость внутри жидкой и газообразной фаз 
и на поверхностях их контакта во внимание не принимается. 
В гидравлической идеализации от этой гипотезы можно отка-
заться за счет соответствующего усложнения выкладок. Но 
делать это нецелесообразно, ибо те тонкие рассуждения, к 
которым тогда придется прибегнуть, не дадут ничего нового: 
дифференцированный анализ вязких и турбулентных напря-
жений все равно бесполезен, так как он будет сведен на нет 
необходимостью принять достаточно грубую гипотезу о гидрав-
лических сопротивлениях (гипотеза VIII), о которой подроб-
нее будет сказано ниже. 

Гипотеза III—пренебрежение членом А в уравнении (3.12). 
Эта гипотеза основана на том, что А есть квадратичный член 
по отношению к вертикальным составляющим скоростей тече-
ния. А так как эти составляющие в десятки раз меньше гори-
зонтальных, то их квадратами вполне можно пренебречь при 
изучении явлений, определяющихся в своих главных чертах 
горизонтальными составляющими. 

Гипотеза IV-—отсутствует обмен воздухом и водяной 
пылью между потоком и атмосферой. Эта гипотеза вынужден-
ная, так как о процессе этого обмена сейчас ничего неизвест-
но— по крайней мере о его количественной стороне. Сфера 
действия гипотезы IV очень ограничена. 

В задаче об устойчивости равномерного потока, к которой 
и применяются (в данной монографии) полученные с ее по-
мощью уравнения, она не приводит к противоречиям. Но, на-
пример, при исследовании замедленного (в результате под-
пора) движения аэрированного потока, из которого обяза-
тельно выделяется воздух, эта гипотеза неверна даже в пер-
вом приближении. 

Гипотеза V — средняя концентрация воздуха в потоке по-
стоянна. Эта гипотеза может быть (но не обязательно будет) 
справедливой только в тех условиях, в которых справедлива 
гипотеза IV. Для того чтобы отказаться от нее хотя бы в рам-
ках действия гипотезы IV, нужен очень подробный гидродина-
мический анализ двухфазного потока, а этот анализ еще не 
выполнен; он невозможен пока не будет установлена досто-
верная связь между скоростями движения фаз. 
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Гипотеза VI — количество движения, обусловленное пуль-
сациями скоростей, связано с количеством движения, обусло-
вленным осредненными такой же. зависимостью скоростями, 
что и в однофазном потоке. Эта гипотеза так же, как и со-
ответствующее соотношение для однофазных потоков, по-види-
мому, не вызывает особых возражений. 

Гипотеза VII — гидравлическая крупность системы пузырь-
ков в потоке связана с гидравлической крупностью уединен-
ного пузырька через среднее, а не через локальное воздухо-
содержание. . Необходимость в такой гипотезе вытекает из 
одномерной идеализации, т. е. из того, что мы отвлекаемся 
от стратификации воздушных пузырьков по вертикали. 

Гипотеза VIII — связь между средними касательными на-
пряжениями на дне потока, удельным весом водовоздушной 
смеси, средней скоростью ее течения и коэффициентом Шези 
такая же, как в случае однофазного потока. Опытов, которые 
прямо подтверждали бы эту гипотезу, нет. Основание для ее 
принятия, указанное выше и состоящее в том, что эта гипо-
теза безусловно верна в двух крайних случаях (поток воды 
и поток воздуха), носит необходимый, но не достаточный ха-
рактер: если бы рассматриваемая гипотеза не была верна в 
этих случаях, ее следовало бы отвергнуть, но из того, что она 
верна в этих случаях, еще не следует, что она верна вообще. 
Заменять ее каким-либо более сложным соотношением сейчас 
нет никаких оснований, ибо предложить что-либо более обос-
нованное при нынешнем состоянии изученности сопротивле-
ний в двухфазных потоках просто нельзя. Следует заметить, 
что вопрос о сопротивлениях до сих пор далеко не решен 
даже для однофазного потока, ибо рекомендации классиче-
ской гидравлики в этой области внутренне противоречивы. Эти 
противоречия прежде всего в том, что классическая гидрав-
лика игнорирует форму сечения русла как фактор, влияющий 
на гидравлические сопротивления. Более подробный анализ 
этих противоречий и путей их устранения лежит за пределами 
темы данной монографии. Они здесь упомянуты в связи с тем, 
что, если такое положение существует в случае однофазных 
потоков, то ждать каких-либо теоретически или эксперимен-
тально обоснованных результатов для много более сложного 
случая двухфазного потока, разумеется, сейчас не приходится. 

Гипотеза IX — законы сопротивлений в установившемся и 
неустановившемся движениях одинаковы. Эта гипотеза заим-
ствована из однофазной гидравлики, где она принимается по-
всеместно, при отсутствии каких-либо экспериментальных дан-
ных о сопротивлениях в неустановившемся потоке. Но эта 
гипотеза стоит под сомнением: как известно, гидравлические 
сопротивления связаны с распределением скоростей по сече-
нию потока, а. это распределение может быть (при одинако-



вых условиях) различным для установившегося и неустано-
вившегося течения. 

Как видим, попытка анализа гипотез IV, V и VII, а также 
в особенности гипотез VIII и IX поднимает две проблемы 
принципиального значения: проблему гидродинамики аэриро-
ванного потока и проблему гидравлических сопротивлений, 
каждая из которых требует цикла самостоятельных специаль-. 
ных исследований. Перечисленные гипотезы оказываются не-
обходимыми в настоящем именно потому, что такие исследо-
вания — дело будущего. 



Г Л А В А II 

УСТОЙЧИВОСТЬ УСТАНОВИВШЕГОСЯ ТЕЧЕНИЯ 
\ 

§ 4. Гидравлические концепции теории устойчивости. 
Устойчивость неаэрированного потока 

Строгое математическое определение понятия устойчивости 
установившегося турбулентного течения сопряжено с затруд-
нениями, связанными с тем, что такое определение может 
быть только статистическим: турбулентное течение есть дви-
жение неустановившееся, об установившемся турбулентном 
течении можно говорить лишь в статистическом смысле. Ис-
следование устойчивости руслового турбулентного потока со-
пряжено с еще большими затруднениями: с одной стороны, 
можно надеяться получить полное представление об устойчи-
вости только если подходить к ней как к пространственной 
задаче гидродинамики, а с другой стороны, на устойчивость 
существенно влияют гидравлические сопротивления, имею-
щаяся информация о которых практически не выходит за 
рамки одномерной гидравлической идеализации потока. Труд-
ности, порождаемые этим последним обстоятельством, не мо-
гут быть преодолены при современном уровне знаний о гидрав-
лических сопротивлениях, что сильно ограничивает возмож-
ности исследования устойчивости. В таких условиях общее 
математическое определение устойчивости теряет свою цен-
ность и мы, не пытаясь его сформулировать, сосредоточим 
внимание на физических проявлениях неустойчивости. Такими 
проявлениями могут быть: 1) возникновение поперечной цир-
куляции, 2) аэрация потока, 3) возникновение стоячих волн, 
4) возникновение бегущих волн с нарастающей амплитудой. 
Анализ возможностей возникновения поперечной циркуляции 
требует, глубокой теории или хотя бы гипотезы, объясняющей 
структуру тензора турбулентных напряжений в потоке в усло-
виях пространственной задачи. 

Несколько проще выглядит имеющаяся попытка решить 
задачу о начале аэрации. П. А. Войнович и А. И. Шварц [6] 
рассматривают скорость распространения волны на поверхно-
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сти раздела двух жидкостей (вода — воздух) в условиях пло-
ской задачи гидродинамики и считают за начало аэрации 
возникновение таких соотношений, когда эта скорость стано-
вится комплексной величиной. Хотя ни откуда не следует, что 
переход волновой скорости на поверхности раздела жидко-
стей в область комплексных значений соответствует именно 
возникновению аэрации, а не какому-либо иному изменению 
возможной формы движения, но тем не менее, полученный 
указанными авторами результат, о том Что аэрация начи-
нается при скоростях течения около 11 м/сек., не противоре-
чит данным наблюдений по крайней мере, если принять во 
внимание возможные погрешности этих данных. Это свиде-
тельствует о том, что концепция Войновича и Шварца может 
быть принята как гипотетическая, но мы не будем останавли-
ваться на ней более подробно, ибо указывая ориентировочно 
условия начала аэрации, она не дает возможности определить 
степень аэрации потока, которая и представляет главный ин-
терес. Степень аэрации будет определяться в дальнейшем по 
экспериментальным данным, которые содержат также и ин-
формацию о начале аэрации. Работа Войновича и Шварца 
интересна в том отношении, что попытка объяснить возникно-
вение аэрации потока предпринята ими с гидродинамических 
позиций. Из дальнейшего будет видно, что для решения этой 
задачи гидравлическая идеализация слишком груба. 

Надеяться на то, что гидравлическая идеализация даст 
возможность установить критерий возникновения стоячих 
волн, по-видимому, также нельзя. Это видно хотя бы из того, 
что стоячие волны сплошь и рядом есть образования, соста-
вляющие острый угол с осью потока, т. е. такие, которые за-
ведомо могут быть описаны .не менее чем двумя простран-
ственными координатами. 

Поэтому мы можем ожидать, что гидравлическая идеали-
зация окажется инструментом, достаточным для анализа 
одного лишь четвертого проявления неустойчивости — нарас-
тающих бегущих волн. Следует заметить, что теоретический 
анализ этого вида неустойчивости наиболее важен для прак-
тики, ибо вопрос об аэрации так или иначе решается на осно-
вании экспериментальных данных, а стоячие волны, если они 
и возникают, имеют очень малую амплитуду и неприятностей 
обычно не вызывают. 

Необходимо заметить также, что возникновение одного из 
перечисленных проявлений неустойчивости совершенно не 
исключает других ее проявлений, например, нарастающие бе-
гущие волны могут иметь место в аэрированном потоке, на 
них могут накладываться стоячие волны и т. д. 

После этих предварительных замечаний рассмотрим по-
следствия малого возмущения равномерного потока в призма-
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тическом русле в гидравлической идеализации. В условиях 
равномерного течения Я, F, К, Q, а также коэффициенты 
Pj, р2, р3, р4 сохраняют постоянные значения, которые мы обо-
значим индексом нуль. В результате возмущения эти пере-
менные приобретают значения: ' 

Здесь K' = dKjdH. Единственное ограничение, которое мы 
наложим на рассматриваемое малое возмущение, состоит в 
том, что малым АН и AQ отвечают дАН/дх, dAH/dt, dAQ/dx, 
dAQ/dt того же порядка малости. Подставляя написанные 
значения (Я и т. д.) в уравнения (1.17) и (1.19), отбрасы-
вая (как обычно в задачах об устойчивости «в малом») вели-
чины порядка малости выше первого и учитывая, что в рас-
сматриваемом случае QolKl = i, получим следующие линей-
ные уравнения с постоянными коэффициентами: 

Н = Н0 + АН, F = F0-\- В0 АИ, К = К{) + К Ш , 

Q = Q 0 4 - A Q . Р 2 = Р 2 0 + % 

Рз = Р з о + Д Р з . Р4 = Р 4 0 + Д Р 4 -

(4.1) 

+ + = (4-2) 

причем индекс нуль для простоты всюду опущен. 
Из формулы (4.1) вытекает существование функции (D(s, т) • 

такой, что . 

(4.3) 

Подставляя h и и в формулу (4.2), получим 
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Полагая в этом уравнении Ф = eis+rc, получим уравнение, 
связывающее q и г, 

(1 - р2<72)/-2 + [2 ( 4 + о а ^ - р ^ г - ь . 

4 - 2 z><? 4 - (al2 — 1) q2 — (р3А,2 — v) q* = 0. (4.5) 

Рассуждая формально, следует считать, что, если Rer > 0 
хотя бы для одного собственного значения г, то при фиксиро-
ванном s будут иметь место колебания h с нарастающей ам-
плитудой, т. е. потеря устойчивости. Попробуем довести это 
рассуждение до конца. Амплитуда колебаний h не может на-
растать беспредельно, ибо при некотором не очень большом 
значении h линейное приближение, из которого получено 
уравнение (4.4), потеряет силу. Это будет означать либо воз-
никновение стоячих волн с постоянной амплитудой, либо раз-
рушение этих волн, сопровождающееся захватом воздуха, 
т. е. аэрацию потока, которая, очевидно, будет продолжаться 
до тех пор, пока не станет R e r = 0 . Здесь нужно заметить, что, 
как будет видно из § 5 в случае аэрированного потока для 
малых возмущений также имеет место уравнение (4.5), но с' 
Pi, рг. Рз, а , А,, р., зависящими от степени аэрации. 

Таким образом, осуществление неравенства R e r > 0 озна-
чает либо первое, либо второе проявление неустойчивости. 
Какое именно — принципиально можно выяснить, исследовав 
стоячие волны не по линеаризованным уравнениям, а по пол-
ным уравнениям § 1 и установив, имеет ли место разрушение 
этих волн. Формальные рассуждения позволяют ожидать от 
гидравлической идеализации решения задачи о первых двух 
проявлениях неустойчивости. То обстоятельство, что гидра-
влическая идеализация слишком груба, как это отмечалось 
выше, должно было бы, по-видимому, сказаться в том, что 
описанное решение будет неточным в количественном отно-
шении. Однако из дальнейшего будет видно, что это не так — 
•из гидравлической идеализации нельзя получить решения для 
первых двух видов неустойчивости даже в самом грубом при-
ближении, иными словами, гидравлическая идеализация не 
охватывает причин, приводящих к аэрации и к стоячим волнам. 

Выясним теперь, при каких условиях возникшая в резуль-
тате возмущения бегущая волна будет затухать, а не на-
растать при своем движении вдоль русла. На основании выра-
жения (4.3) напишем 

h = = qeqs +тх = q exp (s Re q 4 т Re г) X 

X |cos(sJm<7 4 T j m r ) 4 Y ^ T l s i n ( s J m # 4 r Jmr) ] . (4.6) 
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Из формулы (4.6) следует, что закон движения гребня 
волны есть 

s J m ? - f T j m r = £ y< k = 0, 1, 2, . . . (4.7) 

Подставляя т из формулы (4.7) в (4.6), получим закон из-
менения высоты гребня волны по длине русла 

К™ = \Я I exp [k ~ • ехр { Re q - Re г ^ - ) s} . (4.8) 

Отсюда видно, что волна будет затухать, если 

Re # — Re г < 0. (4.9) 

Это неравенство и есть условие устойчивости установив-
шегося потока. Оно может выполняться как при R e r > 0, так 
и при Re г < 0. Определим параметры потока, при которых 
имеет место неравенство (4.9). Полагая 

q — р (cos ср + У— 1 sin ф), г = о (cos г]) 4 j/"— 1 sin гр). (4.10) 

можно записать неравенство (4.9) так; 
cos г|) ^ г. , , 1 л . совф — Б Ш ф ^ т ^ < 0. (4.11) 

В граничном случае перехода от устойчивости к неустой-
чивости будет 

cos г|) л / л лг,\ COS ф — Sill ф —:—Г- = С, (4.12) т т Sin ф v ' 

откуда sin (ар—ф) = 0, и, следовательно, гр = ф + 2пп, или г|э = 
= Ф + я + 2яп . Нетрудно проверить, что при 1р = ф + 2ял уравне-
ние (4.12) удовлетворяется тождественно, а при/ф = г|Н-я; + 2ля 
только, если ф = я + 2пп. Таким образом, решением является 
ар = Ф + 2лл. Вообще же 

C O S ф / , . O N С08ф—sin ф = (4.13) 

и, следовательно, 
-ф = ф-f 2яп + б, б = 6(е, ф). (4.14) 

В случае малого е, который мы и будем рассматривать, 
легко найти с точностью до малых высших порядков 

6 = е8Шф, sin гр == sin ф - | - s i n 2ф, 

cos яр = cos ф — y (1 — cos 2ф). 
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B2 — 2 4- БШф + 2сйр з т 2 ф — р,Хр3 sin 4ф + 

Таким образом, 
г = о (cos ф + У"—1 s i r^) —-y-(l—соэ2ф—У—1 81п2ф). (4.15) 

Подставляя q из выражения (4.10) и г из (4.15) в уравне-
ние (4.5) и отделяя вещественную часть от мнимой, полу-
чим: 

Д о » + 5 ,0-1-0 , = 0, Л2о2 + S 2 a + С2 == 0, (4.16) 

где 
Л, = соэ2ф—|32р2соз4ф—е(созф—cos Зф) + ер2р2 (cos Зф—cos 5ф), 
Л2 = sin 2ф — р2р2 sin 4ф — е (sin ф— sin Зф) + ер,2р2(sin Зф — sin 5ф), 

Вх = 2~ cos ф + 2аХр cos 2ф — р,А,р3 cos 4ф — 

— "I [2 у (1 — cos 2ф) + 2аЯ,р(созф — cos Зф) — 

Р^р3 (cos Зф — cos 5ф^, 

•̂j— oiil oill |J]/' c , n 

4 sin 2ф — 2cd,p(sin ф — sin Зф) + p1A,p3(sin Зф — sin 5ф^, 

Cj = 2/p.p cos ф + (сЛ2 — 1) p2 cos 2ф — (p3A,2 — v) p4 cos 4ф, 
C2 = 2i\xp sin ф + (al2 — 1) p2 sin 2ф — (p3A,2 —- v) p4 sin 4ф. 

Исключая из уравнений (4.16) сначала сг2, а затем о, бу-
дем иметь: 

-AtCz — А2СХ 2 В1С2 — В2С\ 
АхВ.г — АгВ, ' 0 ~ А,В, —А,В, • 

Возводя правую часть первого из этих выражений в ква-
драт и приравнивая правой части второго выражения, полу-
чим уравнение 

(ДС 2 - Л А ) 2 - (АХВ2 - А2Вх) (ВхС2 - В2СХ) = о, 

или в развернутом виде 

е2 (1 — cos 2ф) а0р12-f е (cos ф — cos Зф) а2р10— 
— е (cos 2ф — cos 4ф) iaz р9 + (1 — cos 4ф) аА р8 

-f (cos ф — cos 5ф) /а5р7 4 2(1 — cos 6ф) /2а6рн + 
+ 2 (cos ф — cos Зф) ia7р5 -f- 2 (cos 2ф — cos 4ф) i2a%р4 — 

— е (1 — cos 2ф) i\i + (cos 4ф — cos 6ф) - ^ - j р3 + 

-t 2(1 — cos 2ф) *2а10р2— 4е(1 — cos 2ф) - ^ - р = 0, (4.17) 
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где 

a 0 = 2p2( f i 3 V- v ) 

(( б2 \ 1 
а2 = (Р3Х2 - v) |(2р2|33 - 2 а р | —Ц-J Г _2p 2 v + 2р2 ] + 

+ ^р 1р 21 2(а?ь 2-1) , 

= |лр2 [4р2 (ЭвЯ,? — v) -Н- Э?]. 

а4 = j {[2а (2ар2 - p j (р3Г - v) + • 

. + р, (а - 1) (р, — 2ор2) + ар2 — р3] V + v р2}, 

— аРг [4 (Р3^2 — v) — Р^2] + Pj (р3Х2 — v) + 
+ {[2«Р2 (Р2 - Pi) - 2Р2Р3 + Р2] I 2 +• 2р2 (v - р2)} (i, 

«6 = Рз (Рг^ — PiM- + Рз — j ? ) > 

а7 = Ц(2а — l)p2-ap1 + p3]r + p2-v}M + 

+ а (ар2 + р3 — р,) X2 — av -f- ар2 — рр 

a s = [2(a —l)p 2 + p 1 ] f x - a p 2 ~ p 3 + - ^ 1 r ^ . 

а10 — V"2 — -f а — ^ . 

При этом в каждом коэффициенте уравнения (4.17) удер-
жаны только члены низшего (для этого коэффициента) по-
рядка. 
- Условие устойчивости (4.9) можно записать также в виде, 
неравенства е < 0, неравенство же е > 0 будет условием не-
устойчивости. Из выражений (4.9) и (4.10) видно,:что реаль-
ный физический смысл имеют только вещественные положи-
тельные значения р. Следовательно, условие устойчивости 
установившегося течения есть условие существования поло-
жительных корней уравнения (4.17) при е < 0, а условие не-
устойчивости.— условие существования положительных кор-
ней уравнения (4.17) при е > 0. Для того чтобы установить 
эти условия, обратимся, к известной теореме Декарта: число 
вещественных положительных корней алгебраического урав-
нения равно числу перемен знака в ряду его коэффициентов 
или меньше этого числа,на четное число (равные нулю коэф-
фициенты при этом не-учитываются). Пусть а0 < 0. Тогда при 
ciio < 0 число перемен знака в, ряду коэффициентов уравнения 
(4.17) может быть только четным числом', если г > 0, и только 

АЛ-

46 



нечетным числом, если s < 0: чтобы установить это, достаточ-
но, обратить внимание на то, что число перемен знака между 
двумя коэффициентами ч'етно, когда эти коэффициенты одного 
знака, и нечетно в противоположном случае. Следовательно, 
при аю < 0 уравнение (4.17) имеет хотя бы один положитель-
ный корень, если е < 0, т. е. в устойчивом случае. Остальные 
же корни этого уравнения при этих условиях либо положи-
тельны, либо не имеют физического смысла, если они отрица-
тельны или комплексны. Когда аю > 0, то уравнение (4.17) 
имеет хотя бы один положительный корень при е > 0, т. е. в 
неустойчивом случае, а остальные корни опять-таки либо по-
ложительны, либо лишены физического смысла. Отсюда выте-
кает, что условие аю < 0 достаточно для устойчивости устано-
вившегося течения, а условие аю > 0 достаточно для неустой-
чивости. Значит можно утверждать, что при а0 < 0 необходи-
мое и достаточное условие затухания бегущих волн есть аю<0. 

Рассмотрим, в каких случаях будет а0 < 0.' Будем иметь 
в виду бесконечно широкое прямоугольное русло и примем 
для оценки коэффициентов |3, что скорости й распределены 
по глубине по закону одной седьмой, а вертикальные соста-
вляющие Wi и w2 — по линейному закону, т. е. ' 

б = т ( т г ) 7 ' е = т1 = 7 Г 

Тогда, как нетрудно подсчитать, 

Pi — 7 ' 2 2 1 рз 105 ' р 4 1 5 ' . 

_ , _ 116 _ $ 774 
Р1 = Р1 + Р4 = Т05 ; Рз ~ = ~ 37975"• : 

и, следовательно, а0 < 0, пока р3Х2—v > 0 . Но так как v всегда 
очень малое число (из-за малости капиллярной постоянной), 
то последнее условие может оказаться невыполненным лишь 
при очень малых X. В этих условиях мы переходим в область 
капиллярных волн, для изучения которых гидравлическая 
идеализация слишком груба. Поэтому рассматривать случай 
р3Х2—v < 0 в рамках гидравлической идеализации не имеет 
смысла, учитывая к тому же, что капиллярные волны не пред-
ставляют интереса для речной гидравлики. 

Можно Попытаться установить условия, которым должны 
удовлетворять параметры потока для того, чтобы было 
Re г > 0, точно таким же путем, каким было установлено 
условие затухания бегущих волн аю < 0. Но эта попытка не 
приводит к каким-либо определенным неравенствам, так как 
все коэффициенты уравнения, соответствующего в данном 
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случае уравнению (4.17), оказываются знакопеременными с 
изменением ср. Это и свидетельствует о том, что, как указыва-
лось выше, в рамках гидравлической идеализации нельзя вы-
явить никакие проявления неустойчивости, кроме нарастания 
высоты бегущих волн. Иными словами, в этих рамках един-
ственное условие устойчивости есть условие а10 < 0, или 

Это условие не включает параметров v, |3i, (Зз, т. е. 
устойчивость потока не зависит ни от поверхностного натяже-
ния, ни от вертикальных составляющих скорости и ускорения. 
Сделать такой вывод из уравнений, не учитывающих пере-
численных факторов, конечно, нельзя. Но теперь становится 
понятным, почему такие упрощенные уравнения приводят к 
правильному условию устойчивости. Именно из упрощенных 
уравнений пришли -к этому условию (хотя и совсем иными 
путями) В. В. Ведерников [7] и Иваса [8]. По Ведерникову, 
который полагал а = 1 , это условие имеет вид 

Анализ критериев (4.18) и (4.19) будет дан в § 6. 

§ 5. Критерий затухания бегущих волн в аэрированном потоке 

В случае аэрированного потока уравнение невозмущенного 
движения есть уравнение (3.16), а возмущенное движение 
описывается уравнениями (3.20) и (3.21). По гипотезе V (см. 
§ 3), в этих уравнениях S = const, а по гипотезе VIII, 

где пропускная способность русла К для водовоздушной смеси 
при наполнении Н определяется так же, как для воды при 
том же наполнении Н. Линеаризованные уравнения возму-
щенного движения получаются точно таким же путем, как и 
в случае неаэрированного потока. Они могут быть записаны 
так: -

> р.2—2ар-|- а. (4.18) 

Г > Ц - 1 . (4.19) 

C2R C2F2R К2 

+ (5.1) 

(5.2) 
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Здесь 
/1 cw„- q „ \ ,, (1 — 1 р) ц — р il = {\—aS){i — 3p), (.4 = г=гз^ 

aS (1 — S) a>0F _ FK' 
Р — 2 (1 — fl'2S) (Q -f- q) ' ВК ' 

Я,": р 
B(Q+qy 

' V gj* ' 

К /=• ' Я F ' И Q - f ? 

Полагая, как и в § 4, на основании выражения (5.2) 

/г — — и — — — • — ds ' Я. (Зт ' 

получим из (5.1) 

Положим'теперь 
1 

1 — fl2S \ аА.2 

И. о _ Р .+Р 
Pi* •»2S ' ч* 1— V2S 

Рз 

аА2 

Рз* = 1 — k s ' Р з * = ~ г т г л 
о - ш г 

Учитывая эти обозначения, приведем (5.3) к виду 
В l 2 ( M ) _ L f t д ' Ф , „ | л ; 2 \ й 2 Ф р з , л , -gjr -1- Pi* - t " Р2* d x 2 "Г" v 1 — 

что полностью совпадает с уравнением (4.4). 
Следовательно, для вывода критерия устойчивости можно 

воспользоваться уравнением (4.17) и формулами для его 
коэффициентов. Оценить коэффициент а0 в данном случае 
чрезвычайно трудно, для этого надо знать закон распределе-
ния воздушных пузырьков по сечению потока и влияние их на 
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распределение скоростей, т. е. иметь данные, которыми мы 
сейчас не располагаем. Однако можно утверждать, что, если 
этот коэффициент отрицателен при S = 0,.KaK это.было пока-
зано в § 4, то он будет отрицательным также и при достаточ-
но малых значениях 5 > 0, ибо физически очевидно, что зави-
симость а0 от S может быть только непрерывной. Поэтому, по 
крайней мере для малых S, условие устойчивости может быть 
написано по аналогии с (4.18) 

- 2 > V — 2 a u + a (5.5) 

> p.2 —: 2ap,-|-a — pS. (5.6) 

Это условие нетрудно привести к виду 

Л2 

Здесь 

1 — V г 1 а X2 i — 3xS 

а( 1 — S) и0F а (1 — S) оз0 
2(1—G sS)«?+0) 2(1—0,S)£A 

Оценим гидравлическую крупность воздушных пузырьков 
со0. Она определяется их диаметром d, который не может пре-
вышать некоторую предельную величину dm. Эта величина мо-
жет быть найдена из следующих соображений. При движении 
пузырька со скоростью v относительно среды с объемным ве-
сом у его лобовая сторона испытывает избыточное давление, 
равное при турбулентном обтекании k^yjg) • - j ®2, где g — 

ускорение-силы тяжести, а k\ — безразмерный коэффициент. 
Это давление уравновешивается капиллярным давлением сг/р, 
где a — капиллярная постоянная, равная для воды 73 дин/см, 
а р — радиус кривизны лобовой поверхности пузырька, отли-
чающийся от l/2d, так как пузырек сплющивается в напра-
влении движения. 

Полагая р = k 2 . где k2 — также безразмерное число, най-
дем предельный диаметр пузырька, движущегося по отноше-
нию к окружающей среде со скоростью v 

yv2 yv2 V / 

Безразмерное число С, очевидно, не зависит от соотноше-
ния -плотностей пузырьков, и среды. На основании опытов, .с 
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водяными каплями [9] это число оценивается величиной 

С«10. С другой стороны, сила у-^-лй 3 , выталкивающая из 
воды пузырек, который стремится всплыть со скоростью, рав-
ной своей гидравлической крупности ю0, уравновешивается 
силой лобового сопротивления 

у con ЯЙ!2 
у _ . _JL 
К g 2 4 ' 

где k'=f=k 1, так как здесь речь идет не о максимальном, избы-, 
точном давлении, а о полном сопротивлении. Отсюда легко 
найти, что \ 

«>о = ] / a t У ^ - Л ' Н Л ^ " . (0.8) 

причем, по данрым того же источника [9], М = 0,69. Подста-
вляя значение со0 вместо v в формулу (5.7), мы и получим 
предельный диаметр 

Соответствующая этому предельному диаметру наиболь-
шая возможная гидравлическая крупность пузырьков (дт со-
ставляет 

ат = M.Ygdm = 24,2 см/сек. 

Формула (5.8) справедлива только при d> 1,2 см, при 
меньших же значениях d гидравлическая крупность пузырь-, 
ков с уменьшением диаметра убывает гораздо медленнее, чем_ 
дает эта формула. В частности [9], при уменьшении d от 0,8 
до 0,3 см гидравлическая крупность уменьшается только от 
22 до 21 см/сек.. 

Таким образом, очень широкому диапазону изменения диа-
метра пузырьков (от 0,3 см до предельного возможного зна-
чения) соответствует изменение гидравлической крупности в 
сравнительно узких пределах (от 21 до 24 см/сек. в случае 
нулевой степени аэрации). В среднем можно принять соо = 
= 2 2 см/сек. На этом значении мы и остановимся. 

Величина Фг сейчас не может быть оценена сколько-нибудь 
определенно, но ее пределы можно указать достаточно уве-
ренно. Действительно, в одном крайнем случае, когда все воз-
душные пузырьки сосредоточены в тонком поверхностном 
слое, /&2 близка к нулю. В другом крайнем случае, когда пу-
зырьки распределены, равномерно по всему сечению потока, 
Ф2 близка к единице. Следовательно, можно принять 0<т&г<11. 
Преувеличение •(Ь дает преувеличение и, что для оценки, ко-
торую мы сейчас произведем, невыгодно. Поэтому мы примем 
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•&2=1. а так . как а практически не отличается от 1, то 
х<соо/2£Л Так как аэрация возникает при больших скоро-
стях U, порядка 10 м/сек, то х<0,22/2 X 10 = 0,011. Учитывая, 
что такие скорости возникают только при больших уклонах 
(г > 0 , 1 ) , нетрудно убедиться, что всегда р > 0. Поэтому учет 
членов, зависящих от воздухосодержания S, приводит к более 
мягкому условию устойчивости (5.6), чем условие 

получающее, если рассматривать водовоздушную смесь как 
поток однородной жидкости с расходом Q + q. 

Для использования как условия (5.6), так и (5.9) необхо-
димо определять величины 5 и q. Следует заметить, что в ли-
тературе по аэрированным потокам не делается различия ме-
жду воздухосодержанием смеси по объему 5 и по расходу 

Это объясняется, по-видимому, тем, что разница между S 
и S' лежит в пределах точности измерений степени аэрации 
потока, на которых основываются формулы для воздухосодер-
жания. Среди этих формул наиболее удобна и, по-видимому, 
наиболее надежна формула Н. Б ; Исаченко [10] 

Здесь X ^ B Q 2 / ^ 3 вычисляется в предположении, что аэра-
ция отсутствует (это есть число Фруда в том случае, когда 
поток не аэрирован), а Яо — число Фруда, при котором начи-
нается аэрация. По Исаченко, 

где Д — высота выступов шероховатости (абсолютная шерохо-
ватость), R — гидравлический радиус сечения, вычисленный в 
предположении, что аэрация отсутствует. По В. Н. Гонча-
рову [И], величина А в метрах и коэффициент шероховато-
сти п в формуле Маннинга связаны соотношением Д''8=22,6 п. 

. Решение задачи об устойчивости аэрированного потока, 
изложенное в данном параграфе, безусловно правильно, в 
рамках принятых предположений, только для достаточно ма-
лых S. Действительно, коэффициент а0 характеристического 
уравнения (4.17) в данном случае может быть представлен 
так: 

-jF > Р-2 — 2ар, + а, (5.9) 

s ^ k V t f - x l . 

k = 0,035 -ь 0,83 А., хЗ = 45 (1 — , 
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Знак а0 определяется знаком множителя в скобках, так 
как Рз* есть величина всегда положительная, в чем нетрудно 
убедиться из § 4. Преобразовав этот множитель подстановкой 
значений pi* р2*, Рз«, легко увидеть, что знак а0 совпадает со 
знаком величины 

(О1 S 

о И f с \ 2 

2 1 - # 2 S \ ~ 2 2 ) • 
о которой нельзя утверждать, что, если она отрицательна при 
малых S, то она останется отрицательной и с увеличением S. 
А как только коэффициент а0 станет положительным, крите-
рий (5.6) перестанет быть верным. Но с увеличением S теряет 
силу и гипотеза I (см. § 3) о существовании свободной по-
верхности потока, а это значит, что вся изложенная теория 
вообще неприменима при больших 5. К сожалению, сейчас 
нельзя указать то значение 5, с превышением которого эта 
теория становится неверной; определение этого значения по-
ка возможно только экспериментально. 

§ 6. Анализ критерия затухания бегущих волн 

Рассмотрим критерий (4.18) 

•р- > (х2 — 2оцл + а, , (4.18) 

который можно относить не только к неаэрированным, но и к 
аэрированным потокам, если в последнем случае место рас-
хода воды оперировать суммарным расходом водовоздушной 
смеси. При а = 1 критерий (4.18) переходит в критерий Ведер-
никова—Иваса (4.19) 

(4-19) 

Критерий (4.18) с помощью элементарных алгебраических 
преобразований можно привести к виду 

A > ( , x _ l ) 2 { l - ( a - l ) 1 ^ } . (6.1) 

Сопоставляя выражение (6.1) с (4.19) и учитывая, что 
всегда (х=1, нетрудно убедиться, что критерий (4.19) дает 
более тяжелые условия, чем это есть в действительности. 

Экспериментальная проверка критерия (4.18) была.пред-
принята Е. П. Федоровым [12] по данным наблюдений на 
27 быстротоках, результаты ее приведены в приложении I 
(L — длина быстротока). Первые 24 быстротока имеют трапе-
цеидальное сечение, последние 3 — сечение в форме кругового 
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сегмента (г—радиус круга, <р—угол смоченной дуги). Е. П. Фе-
доров (1 определял по фактическим данным, коэффициент 
Шези С вычислял по формуле Н. Н. Павловского, Я — по 
фактическим данным, а коэффициент а' — по изотахам. На 
основании опытов Минского и Рейхарда коэффициент а== 
= а' + а" Федоров принимал равным 

а. = 2 а ' — 1. (6.2) 

В таблице приведены значения й правой части критерия 
(4.18) для а = 1 , а = а' и а = 2 а — 1 . Наличие ( + ) или отсут-
ствие (—) бегущих волн указано в последней графе прило-
жения I. Случаи, когда критерий дает результаты, не согла-
сующиеся с действительностью, отмечены звездочкой. Из 
данных приложения I видно, что наилучшее совпадение с дей-
ствительностью имеет место при а = 2а/—1, наихудшее — при 
а = 1 , причем ошибка получается всегда в сторону завышения-
обеспеченности устойчивости. Из данных приложения I видно 
также, что а' составляет в среднем 1,04 (следовательно, 
а = 1,08), но с довольно большими отклонениями от этой вели-
чины. 

А. С. Образовский [13] ставит а' в зависимость от коэф-
фициента Шези. Однако для потоков с развитой турбулент-
ностью" скорость обычно определяют по формуле U = umty(y, z), 
в которой, ит — максимальная скорость в сечении, а гр(г/, z) 
зависит только от координат точки и формы сечения. Тогда 

d = F J J z)dydz : j J J z)dydz j2 , (6.3) 

т. е. зависит только от формы сечения, но не от шероховато-
сти. Функция я|) может быть определена для русел произволь-
ной формы, например, по В. А. Гавриленко [14], построения 
которого хотя и несколько формальны, но хорошо согласуются 
с опытными данными. По формуле (6.3) коэффициент а' есть 
функция наполнения русла, однако это функция очень слабо-
изменяющаяся. Поэтому во всех случаях можно, по-видимому, 
принять а '=1 ,04 и соответственно а =1,08. 

Приведем обычные формулы гидравлики: 

Q = kVl K = CFV~R, с = (6-4) 

где г/ = 1/6, по Маннингу, у—1/5, по Форхеймеру, и 
«/ = 2 , 5 / л —0,13 — 0 , 7 5 ( У л — 0 , 1 0 ) У & - (6.5) 

по Н. Н. Павловскому. Учитывая формулы (6.4), критерию 
(4.18) можно придать такой вид: 

J ! L > < j W V * { l - ( « - 1 ) 4 ^ ' } , (6.6) 
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или 

- £ = > (0Ф¥ l/~A — (а - 1) 1 + 2 ф ¥ , (6.7) 

где 

ф — 2 I 1 х <Ш)' ^ — 1 + ^ С dR ' 

<s> = n C ' (6-8) 

причем, если пользоваться формулами Маннинга и Форхей-
мера, то со и V не зависят от п, точнее, по Маннингу W = 4/3, 
по ФЬрхеймеру vF = 7/'5 и по Н. Н. Павловскому 

: > F = 0 , 7 4 - i - 5 ^ « — 0 , 7 5 ( У л — 0,10) ( 2 + I n Я ) (6.9) 

Если правая часть неравенства (4.18) или (6.6) отрица-
тельна (а такие случаи имеются в таблице Е. П. Федорова), 
то правая часть неравенства (6.7) будет мнимой. В послед-
нем случае критерий устойчивости, конечно, выполнен, и мни-
мая форма: не должна вводить в заблуждение, ибо она есть 
лишь результат формальной замены неравенства (6.6) нера-
венством (.6.7), а не результат существа рассматриваемого 
явления. 

Для расчетов рекомендуется пользоваться зависимостями, 
основанными на.формуле Н. Н.. Павловского. Однако форму-
ла Маннинга позволяет представить критерий (6.7) в форме 
компактного графика. Для трапецеидальных русел эта фор-
мула позволяет придать критерию (6.7) такой вид: 

]1гУГТ<Пт' а ' 1 1 ) 1 ( 6 Л 0 ) 

где r\ = H/b, b — ширина русла по дну, т — заложение отко-
сов. График функции f для а = Г ; и для а = 1 , 0 8 представлен 
на фиг. 3, которая подтверждает существенное влияние вели-
чины а; значения этой функции даны в приложении II. 

В случае непризматического русла нарастание высоты бе-
гущих волн может иметь место даже тогда, когда поток не 
перешел в бурное состояние, например, в результате сужения 
русла. Поэтому само понятие устойчивости в смысле затуха-
ния бегущих волн здесь становится весьма неопределенным. 
Это, конечно, не исключает возможности проследить за транс- / 
формацией бегущей волны в непризматическом . русле точно 
такими же методами, какими рассчитывается волна паводка 
(об одном из них будет речь в § 8). Но для речных русел 
(имеются в виду горные стремнины большого уклона) напра-
шивается иная постановка задачи. Гидравлические элементы 
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речного русла F, В., %, R могут рассматриваться как случай-
ные функции координаты х, точнее говоря, как стационарные 
случайные функции. Тогда высота гребня бегущей волны то-
же должна рассматриваться как случайная функция х, т. е. 
координаты, определяющей положение гребня в данный мо-
мент времени. Задача определения условий, которым должны 
удовлетворять вероятностные характеристики элементов рус-
ла как случайных функций для того, чтобы математическое 
ожидание высоты гребня волны не возрастало при движении 
волны по руслу, есть вполне четкая математическая задача, 
решение которой может представлять значительный интерес 
для-изучения русловых процессов горных рек. Однако сейчас 
решать такую задачу, по-видимому, преждевременно, так как 
оно может приобрести практическое значение только тогда, 
когда будут сделаны необходимые шаги в направлении раз-
работки методов и накопления данных математического опи-
сания геометрии речного русла. Эта последняя проблема пред-
ставляет значительный интерес и имеет значение для всей тео-
рии русловых процессов вообще, а не только для задач 
устойчивости установившихся течений. 



Г Л А В А III 

ПРЯМЫЕ МЕТОДЫ В РЕЧНОЙ ГИДРАВЛИКЕ 

§ 7. Общая характеристика методов решения задач 
неустановившихся потоков 

Для решения задач, сводящихся к интегрированию диф-
ференциальных уравнений в частных производных при тех 
или иных начальных и краевых условиях, к которым отно-
сятся и задачи неустановившегося движения, существуют три-
основные группы приближенных методов: 

1) конечно-разностные, называемые также методами чис-
ленного интегрирования; 

2) методы малого параметра; 
3) прямые методы. 
Идея конечно-разностных методов достаточно известна. 

Эти методы универсальны в том смысле, что позволяют решать 
любые корректно поставленные задачи (по крайней мере та-
кие, в которых коэффициенты уравнений, начальные и крае-
вые условия заданы не распределениями вероятностей, а 
вполне детерминировано). Однако для некоторых задач и, в 
частности, для случая, когда вместо начальных условий за-
дано условие периодичности решения, эти методы хотя прин-
ципиально и применимы, но не очень хорошо приспособлены. 
Приложением конечно-разностных методов к задачам о не-
установившихся открытых потоках посвящена громадная ли-
тература, поэтому здесь эти методы не будут рассматриваться. 

Методы малого параметра основаны на том, что иногда 
в уравнения или в начальные или краевые условия задачи 
входит (или может быть искусственно введен) некоторый 
параметр, при нулевом значении которого задача имеет точ-
ное решение. При значении параметра, отличном от нулевого 
(но малом), решение ищется как сумма точного решения при 
нулевом значении параметра и некоторого функционального 
ряда по степеням этого параметра. Для задач неустановив-
шегося движения открытых потоков эти методы неэффек-
тивны. 
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Под прямыми понимаются методы, заключающиеся в 
представлении решения в виде рядов по некоторым функциям 
независимых переменных и сводящие задачу к решению урав-
нений (алгебраических или дифференциальных), определяю-
щих коэффициенты этих рядов. Прямые методы накладывают 
определенные ограничения на гладкость решения. Поэтому 
они в противоположность, конечно, разностным методам не-
применимы для задач о разрывных волнах. Но зато они лучше 
приспособлены для задач с условиями периодичности и дают 
возможность решать задачи со случайными начальными и 
краевыми условиями (разумеется, при сохранении требования 
гладкости решения). 

Прямые методы широко применяются в самых разнообраз-
ных задачах механики и физики. 

Существует несколько прямых методов. Здесь будет ис-
пользован один из них — метод Бубнова—Галеркина; для за-
дач неустановившегося движения он удобнее других. Чтобы 
изложить сущность этого метода, нам понадобятся некоторые 
определения. 

Функции фо(лО, ф1 {х), . . . , ф „ ( л г ) называются линейно не-
зависимыми, если не существует таких отличных от нуля по-
стоянных с0, с 1, . . . , сп, при которых равенство 

СоФо W + С1Ф1 (х) + ... + с„Ф„ (*) = О 

выполняется тождественно при всех х. 
Последовательность фо(я), ф1 (л:), . . . называется системой 

функций, если задана функция ф0(->0 и закон перехода от 
ф п О О К фп+1 ( х ) . 

Система функций называется линейно независимой, если 
при любом п любые п функций этой системы линейно незави-
симы. В дальнейшем рассматриваются только линейно неза-
висимые системы. • -

Пусть f(x) — любая кусочно-непрерывная (т. е. имеющая 
ограниченные скачки при некоторых значениях х) функция, 
заданная на отрезке а Тогда, если можно найти такие 
числа с0, с\, ..., что 

п 12 

f М - S cv<Pv { x ) \ d x = О, (7.1) 

а I v=0 J 

то система функций ф0, фЬ . . . называется полной на этом от-
резке. 

п-
Аппроксимация функции f(x) суммой 2 <VPv М ' • в смысле 

v=0 
требования (7.1) называется аппроксимацией в среднем. 
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Аппроксимация же по условию 

lim max f ( X ) — S Cv<Pv ( x ) v=0 
• 0> (7.2) 

называется чебышевской аппроксимацией. Из выполнения 
требования (7.2) вытекает выполнение требования (7.1), об-
ратное заключение несправедливо: из (7.1) не вытекает (7.2). 
Более того, из (7.1) в общем случае не вытекает даже, что 

f ( x ) = i < y p v ( x ) , (7.3) 
v=0 

т. е., что функция f(x) разложима в ряд по функциям cpY. Но, 
п 

если ряд S ^ V P v W сходится равномерно, то равенство (7.3) 
v=o 

вытекает из (7.1). Напомним определение равномерной схо-
димости ряда. Обозначим 

п 
Sn М = 2 cv<Pv (•*)> S (•*) = l i m s « ix)> 

v—0 n->co 

rn(x) = s(x) — sn{x). 

Если для произвольного положительного s можно найти, 
такое А/, что при любом n > N будет \rn(x) \ < g, то говорят, 
что ряд сходится и имеет сумму s. Число N зависит от е и 
от х. Если же N зависит только от е и не зависит от л: из про-
межутка (a, b), то говорят, что ряд сходится равномерно в 
этом промежутке. 

Мы не будем приводить здесь признаки равномерной схо-
димости и примеры неравномерно сходящихся рядов, так как 
все это изложено в специальных математических руковод-
ствах, подчеркнем только, что все функции, с которыми нам 
придется оперировать в дальнейшем,, непрерывны и разложи-
мы в равномерно сходящиеся ряды. 

Функции ф(х) и (х) называются ортогональными одна 
к другой в промежутке (а, Ь), если 

ь 
J<p(j:)t(jc)flU = 0. (7.4) 
а 

Система функций фо(я)> q>i(x), . . . называется ортогональ-
ной системой, если 

ь 
[ ( f i (x) (p k (x)dx=^0 (7.5) 
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при любых различных i и k. Если, кроме того, 
ь 

j {4>i{x)}2dx=\ (7.6) 
а 

при любом г, то система называется ортонормированной. 
Полнота системы функций имеет для дальнейшего принци-

пиальное значение. Ортогональность и нормированность же —-
свойства желательные, поскольку они приводят к некоторому 
(в случае уравнений с переменными коэффициентами или не-
лйнейных уравнений не очень значительному) упрощению вы-
числений, но не обязательные. Однако применяемые для вы-
числений функции обычно ортогональны. 

Нетрудно проверить, что, если система функций фо(я), 
Ф1(л;), . . . ортогональна в промежутке а то система 
функций tyo(у), г |н{у) , . . . , в которой 

+ (7.7) 

ортогональна в промежутке А -*Су -^.В. 
Приведем некоторые полные ортогональные системы функ-

ций. 
1. Система тригонометрических функций 

1, sinх, cosх, sin2л:, cos2х, . . . 

ортогональна и полна в промежутке — Системы 
функций 

1, cos х, cos 2.x:, . . . и sin л-, sin 2л:, 

рассматриваемые каждая в отдельности, ортогональны, но не-
полны. 

2. Полиномы Лежандра 
1 нп (х2 — \\п 

Р0(х) = 1, Р.ю-тяг • ^ } -

— Ь З - 5 . . . ( 2 v — 1) 2 v - f f 

' ( « - v ) ! ( 2 v - « ) ! 2 — * ' 

(из этой суммы выбрасываются члены с отрицательными сте-
пенями х) образуют полную ортогональную систему в проме-
жутке — 1<;л : -<1 . Заметим здесь, что система степенных 
функций 1, х, х2, ... полна в любом конечном промежутке, но 
не ортогональна. 

3. Функции Эрмита 

1 (—11" — d"e~xJ 

у- у 2ял! _ d X 
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образуют полную ортонормированную систему на всей оси х, 
т. е. при — оо < х < оо. 

4. Функции Лягерра 
х 

Ш = е 2 , = dxn ' « = 1 . 2, . . . 

образуют полную ортонормированную систему на положитель-
ной полуоси, т. е. при оо. ' 

Наиболее полное изложение теории прямых методов со-
держится в монографиях С. Г. Михлина [15, 16]. Однако обе 
эти работы требуют от читателя довольно серьезной подго-
товки в области функционального анализа. Значительно про-
ще, но зато и менее полно эти методы даны в монографии [17]. 
Здесь. мы будем пользоваться только методом Бубнова—Га-
леркина; сущность его мы изложим без доказательств и обос-
нований, отсылая к указанным монографиям. 
; .Пусть требуется решить обыкновенное дифференциальное 
уравнение 

W , у', у) = 0 (7.8) 

при краевых условиях у=А при х = а и у = В при х = Ь. Реше-
ние ищется в виде ряда 

У — о̂Фо ( х ) (•*) *4~ • • •. (7.9) 

гдефо(л;), . . . — какая-либо полная в промежутке (а, Ь) 
система функций. При этом сумма, ряда (7.9) аппроксими-

руется суммой конечного числа членов 

у = с0%{х) + с1ц>1{х)^г . . . +спц>п{х). ( 7 . 1 0 ) 

Два уравнения, которым должны удовлетворять неизвест-
ные коэффициенты с0, с ь - • •> сп, очевидны, они вытекают из 
краевых условий: 

A = c{ffQ(a)-\-c^l(a)-\- . . . + cnq>n(a), 

В = с0ф0 (Ь) Ч- с ^ (Ь) + . . . +с я ф„ {Ь). 

Недостающие уравнения (их будет п—1) определяются 
следующим образом. Если уравнение (7.8) решить точно, то 
левая часть (7.8) тождественно обратится в нуль, т. е. будет 
ортогональна к любой другой функции. Если же в выраже-
ние (7.8) подставить значение у из (7.10), то левая часть 
(7.8), которую мы в данном случае обозначим через L(x,c0, 
с\, ..., сп), не будет тождественным нулем, ибо уравнение 
(7.10) не есть точное,решение (7.8). Метод Бубнова—Галер-
кина, сводится к требованию, чтобы функция L была ортого-
нальна к такому числу первых представляющих функций, ка-
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кое равно числу недостающих уравнений, т. е. к функциям 
фО, ф1, • • фп-2 
ь 

J L(x, с0, cv . .., cn)q>v(x)dx = 0, v = 0, 1, , . . , n — 2. (7.12) 
a 

Уравнения (7.11) и (7.12) образуют систему п + 1 уравне-
ний (в общем случае трансцендентных), из которой опреде-
ляется n.+1 коэффициентов с0, ct, - . . . , сп, чем и решается рас-
сматриваемая задача. Это решение несколько отличается от-
того, которое было предложено Бубновым и Галеркиным. Их 
решение связано с несколько более специальным выбором 
системы, функций фо, ф1, . . . Оно сводится к следующему. По-
ложим 

АЬ—Ва,В — А 
у = —7 Н -Г X 4- 2-
v . Ь — а 1 b — а 1 

Тогда уравнение (7.8) обращается в уравнение 
\ b — а 1 b — а 1 b — а ' ) 

с однородными краевыми условиями 
г(а) = г(Ь) = 0. 

Решение опять-таки аппроксимируется рядом с конечным: 
числом членов. 

z = с0% (х) ^ф, (х) Н- . . . -\--сп ф„ (jc)s 

но функции фо, фь . . . , ф„ здесь выбираются так, чтобы ка-
ждая, из них в отдельности удовлетворяла краевым условиям, 
т. е. чтобы было 

Фг (а) = ф,- (Ь) = 0, г = 0, 1, . . п . , 

и тогда составляется не п—1, а п + 1 уравнений (7.12). 
Приложение метода Бубнова—Галеркина к уравнениям в 

частных производных в принципе сводится к повторению из-
ложенной операции столько раз, сколько независимых пере-
менных входит в уравнение: если, например, таких переменных 
две (х и z), то коэффициенты 

С0, • • • , Сп в (7.10) будут: 
уже не постоянными, величинами, а функциями z, и уравне-
ния для их определения, к которым приведет метод Бубнова— 
Галеркина, будут уже не алгебраическими или трансцендент-
ными, а дифференциальными (обыкновенными). Эти послед-, 
ние решаются повторным применением метода Бубнова—Га-
леркина. На деталях этих операций мы здесь не будем оста-
навливаться, отложим пояснения до рассмотрения конкретных 
задач. Заметим только, что для уравнений в частных произ-
водных первый вариант метода Бубнова—Галеркина проще в 
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аналитическом отношении, но второй вариант позволяет полу-
чить несколько более высокую точность при том же числе чле-
нов ряда. Мы будем в дальнейшем комбинировать оба ва-
рианта метода. 

В главе II, где рассматривалась устойчивость потока, 
нужно было исходить из полных уравнений неустановившегося 
потока, чтобы получить по возможности полное решение этой 
тонкой задачи. 

В данной главе, исследуя волны в потоках, установив-
шееся течение которых заведомо устойчиво, можно исходить 
из упрощенной системы (1.23) и (1.25), которую также удоб-
но представить в безразмерной форме, но иной, чем в главе II. 
Для установившегося течения с расходом Q0 будет / = Qo/K^. 
Вводя обозначения 

представим рассматриваемые уравнения в безразмерной 
форме 

МО, * ) - - § - = Ц А , . s ) ? 2 + | i ( A , s ) ^ + C p 2 ( A , (7.13) 

Здесь L, z0 и T —- некоторые единицы измерения длин, ам-
плитуд колебаний уровня и времени, такие же произвольные, 
как и Q0. Функции i , р,, v будем считать разложимыми в сте-
пенные ряды 

Я,(A, s)-=l0(s)^-X1(s)h + l2(s)h2-\- . . . , 

[х(А, s) = р0(s) + pj(s)А + р-2(s)А2 + . . . , 
v(A, s) = v0(s) + v 1 ( s ) A 4 - v 2 ( s ) A 2 + . . . , 

в которых 

Х0 is) = X, (0, s), р0 (s) = ц (0, s), v0 (s) = v (0, s). 

Уравнения первого (т. е. линейно То) приближения, отве-
чающие уравнениям (7.13) и (7.14), имеют вид: 

К (S) A + 2к0 (s) и 4 - - g - 4 - Р0 (s) - g 4 " ОД (S) § = 0, (7.15) 

(7.14) 

d/г (7.16) 
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где u — q — 1. Мы, однако, будем оперировать не уравнениями 
первого приближения (7.15) и (7.16), а уравнениями второго 
приближения, которые получаются из уравнений (7.13) и 
(7.14), если удержать в них не только первые, но и вторые 
степени h и и, а также произведения этих величин. Уравнения 
второго приближения 

\ (s) h + 2Х0 (s) и + +Но (s) ^ + Сц1 (s) ^ + \ (s) /г2+ 

(s) ha + \ (s) к 2 + ^ (s) h ~ + 2Ср,0 (s) ^ (s) h-g, + 

+ C ( x 2 ( s ) « - | - = 0 ) (7.17) 

^ + v o ( s ) ^ + v l ( s ) A f - = 0 (7.18) 

значительно проще исходных уравнений (7.13) и (7.14), но в 
отличие от (7.15) и (7.16), они учитывают все основные не-
линейности, что дает основание надеяться получить в резуль-
тате их интегрирования достаточно точные результаты. 

§ 8. Периодические движения 

Рассмотрим интегрирование системы уравнений (7.17) и 
(7.18) для случая периодического движения в русле. Такое 
движение возникает, например, в нижнем бьефе ГЭС при ее 
работе с повторяющимся от суток к суткам графиком на-
грузки. Расход в створе ГЭС (я = 0), т .е. функцию и (0, т), бу-
дем считать заданной периодической 
функцией времени с периодом в сутки, ко- —l=59km—н„ 
торый мы и примем за Т. Условия перио- о л г о 

Личности, которым должно удовлетво- ГЭС 
рять искомое решение, будут: 

h(s, x) — h(s, Т+ 1), 
Фиг. 4. Схема ниж-

U(S, Т| — u\S, Т-+- i j . него бьефа Горьков-

Кроме того, должно еще удовлетво- с к о й Г Э С ' 
ряться некоторое краевое условие на про-
тивоположном створу ГЭС конце бьефа, которое будет раз-
личным для различных частных случаев. 

Рассмотрим конкретный случай Горьковской ГЭС, пред-
ставленный на фиг. 4. Введем обозначения: 

х — расстояния, отмеряемые от створа ГЭС вниз по фар-
ватеру Волги до точки впадения Оки в Волгу, x = L . 

х' — расстояния, отмеряемые вниз по фарватеру Волги от 
места впадения в нее Оки; 

5 З а к . 946 65 



х"— расстояния, отмеряемые вверх по фарватеру Оки от 
места впадения ее в Волгу; 

Q'(x',t), Q"(x",t) — мгновенные расходы воды в створах 
с абсциссами х', х" в момент t; 

г \ 1 г \ а 

Qo, Qo — среднесуточные расходы в Волге соответственно 
ниже впадения Оки и в Оке; 

z'(x',t), z"(x",t)—превышения мгновенных уровней воды 
в момент t в створах х', х" над уровнями установившегося 
режима с расходами Qo, Qo-

Очевидно, что для точки впадения Оки в Волгу ( x = L , 

z(L, t) — z' (0, t) = z"{0, t), (8.2) 

Q\L, t) + Q"{Q, 0 = Q'(0, t) . (8.3) 

при всех а в бесконечном удалении от этой точки как вниз 
по Волге, так и вверх по Оке имеет место установившийся 
режим 

^(оо , t) = О, Q'(oo, 0 = Q£, (8.4) 

z"(оо, *) = 0, Q"(oо, t) = Q"0. (8.5) 

Будем считать линию АВ (фиг. 2) для Волги ниже впаде-
ния Оки и для Оки за кривую свободной поверхности при 
установившемся режимес расходами Qo и Qо соответственно. 

Наблюдения показывают, что колебания уровня Оки и 
Волги ниже впадения Оки невелики (даже при очень резких 
изменениях расхода ГЭС), поэтому здесь возможна полная 
линеаризация уравнений Сен-Венана, т. е. мы имеем: 

для Волги ниже впадения Оки 

dz' _ Q'0&Q' 1 <?ЛQ' 2Qg dAQ' 

д is'2 с' л* с'2 ' л ' ' дх К gF or gF дх 

S ' T + ^ — O ( М ) 

и для Оки 

dz" Qq&Q" 1 д& Q" 2Qg dAQ" 
, И „ » 2 Iff" ' „ " 2 , u ' 

dx К gF dt gF dx 
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Введем следующие обозначения (в дополнение к приня-
тым в § 7): 

х х г z Q — Qn 
S'=-J-, s" = -r~, h = —, h» = — , n' = 0 

и 

Qo 

„ _ Q" - Qo 
Qo ' 

yt _ о QQQQL ; ц " -
zQKt gz0F T 

p" iQo 
gz0F"T ' 

v' — LzaB' Lz0B" 
TQa • ~ TQ0 • 

Так как тонкая структура характеристик русла в доста-
точном удалении от створа ГЭС не может существенно влиять 
на режим участка Волги от ГЭС до впадения Оки, то без осо-
бой ошибки параметры Я', р,', v', %", \л", у" можно считать 
постоянными. Далее, можно пренебречь сопротивлением русел 
Оки и Волги ниже впадения Оки, т. е. принять приближенно 

—0. Тогда уравнения (8.6) и (8.7) примут вид: 

^ £ . - £ . - 0 . (8.9) 

Рассмотрим уравнения (8.8). Так как русло Волги про-
стирается вниз от впадения Оки практически бесконечно, то 
отраженных волн, бегущих к точке слияния Оки с Волгой, в 
этом русле не может быть. Волны же одного направления при 
отсутствии дисперсии определяются по выражению 

h'(s\ т) = ф ( s ' — о/т), (8.10) 

где а ' — волновая скорость. Подставляя уравнение (8.10) в 
(8.8), легко найти: 

u'(s', x) = v'a'h'{s', т), (8.11) 
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Точно так же из уравнений (8.-9) имеем: 

u"{s", т) = — v"a"h"{s", т), (8.13) 

Из уравнений (8.2), (8.3), (8.11), (8.13) следует, что 

и(1, x) = Dh(\, т), (8.15) 

где D = v'a'+v"a". Это и есть искомое краевое условие для 
x = L , т. е. для s = l . Решая поставленную задачу при этом 
краевом условии, мы найдем функцию h(s, т), значения кото-
рой для s = 1 определят краевые условия для расчета волно-
вого режима в Оке и в Волге ниже впадения Оки. 

Если бы в створе x = L Волга не принимала бы притока, 
но у нас были бы основания считать колебания уровня в этом 
створе малыми, то краевое условие (8.15) сохранило бы, ко-
нечно, силу и только постоянная D приобрела бы несколько 
иное выражение. 

В данном случае мы исходили из экспериментально уста-
новленного факта, что неустановившееся движение в точке 
впадения Оки в Волгу выражено очень слабо. Случай, когда 
подобное предположение неправомочно, встретится нам в § 9. 

Если бы в точке x=L река впадала в настолько широ-
кое озеро, что его уровень можно было бы считать независи-
мым Ьт расхода реки, то в качестве краевого условия мы 
имели бы h(\,x) = 0,т. е. частный случай условия (8.15), отве-
чающий значению D = 0. 

В данном параграфе мы построим изложение так, чт'обы 
наиболее рельефно показать суть метода Бубнова—Галерки-
на. Это потребует довольно громоздких выкладок. Но в § 9 и 
11 будут показаны приемы, которые позволяют избежать этих 
выкладок и давать решение задач неустановившегося движе-
ния в менее наглядной, но очень компактной и удобной для 
расчетов на ЦВМ форме. 

Будем искать решение уравнений (7.17) и (7.18) в виде 
рядов Фурье по т: 

СО 

h = fi(s, т) = ^ 0 Н - 2 (Xrcos2nrx-{-YTsm2arx), (8.16) 
/• = 1 • - •- . 

оо • • • • • . " , 
и = и (s, х) = 2 ( Л COS 2лгх - f Qr sin 2ягт), (8.17) 

т т 1 

удовлетворяющих условиям периодичности (8.1), с коэффи-
циентами, зависящим^ от ~£ По поводу уравнения (8.16) нуж-
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но заметить, что в рамках линейного приближения средний 
суточный уровень в русле совпадает с уровнем установивше-
гося режима при среднесуточном расходе и тогда 0, но 
при учете нелинейностей эти уровни не совпадают один с дру-
гим и тогда Х0ФО. 

Периодическая функция и (0, т) может быть разложена в 
ряд Фурье с постоянными коэффициентами 

' . . оо 
и (0, т ) = 2 ( a r c o s 2 j t r r 4 - p r sin2nrr). (8.18) 

- r=1 

Из уравнений (8.17) и (8.18) следует, что 

Pr(0) = ar, Qr (0) — (V, (8.19) 

а из (8.15), (8116) и (8.17) -

" • АГ0(1) = 0, Pr(\) = DXr(\), Qr(l) = DYr(l). (8.20) 

Условия (8.19) и (8.20) есть краевые для бесконечной 
( r = 1, 2, 3, . . . ) системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений, которая получается подстановкой h и и из фор-
мул (8.16) и (8.17) в (7.17) и (7.18) и приравниванием нулю 
коэффициентов при cos2jtrr и s\n2nr%: 

- Г г - 1 , 
+ 2лг (v0 + ^Х0) Y, + £ k {Xr_kYk + Yr_kXk) -

I ft-i 

) 
- ^ S (XrvuYk - Yr+kXk) = 0, (8.21) 

J 

^ - ^ ' ( V o + V ^ ) * , - ™ , \%HXT_kXk-Yr_kYk) + 
U - i 

oo 1 ' ' ' 
+ г 2 {XhXT+h+ YkYr+k) = 0, (8.22) 

fc-1 J 

CO • 4 

^ 4 - \ X 0 + W + ' S { ¥ + r I ) + ^ 4 - + 
ft-i 

. + (П + Q I ) + - ykPk) + 

+ Cpo [ ( ^ X , + J ^ P f t ) 4 - (ц»Г л + J J - Q f t ) = 0, (8.23) 
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^ + С^ (|х0 + 2^Х0) ^ + 1,ХГ + 2X 0 P r + 2n\i0rQr + 

4 2Х2Х0Хг + 2ХхХ0Рг 4 - 2 л щ г Х 0 С ) г + 

г-1 

fe-1 
+ - Qr_*Q*) + (Xr_kQk + Yr_kPk) 4 

СО ' 
4 S { (X„XT+1t + YkYf+k) 4 - 2Я,, (Xr+kPk + Yr+kQ„ + 

/г=1 

4 4 + ^ o + Q * Q r + * ) + 

+ Q i 0 [ (ц , 4 - T f Л + * ) ^ + ( н Л + - ^ я * ) + + + f M ^ + + f Q.) } « o , 

(8.24) 

+ Cfx0 (tx0 4 + A , ,* , + 2 \ Q f - 2щ0гРт + 

+ 2X2X0YT + 2XlX0QT — 2n\ilrX0PT + 
T— 1 

+ 2 { T - + + ^ + Г г - Л ) + 

+ ^ (P,-,Q, + Q,-J\) - C m , 1 . X,_,/',-y,_,Qlt + 

CO 

+ 2 { X, (XkYr+k - - 21, (Xr+kQk - Kr+ft/>, -
fe-i 

4 я ц , j * ( X , + 4 Г г + M - ( r 4 - k)(.XkPr+k 4 YkQr,k)] -

- C j x 0 [ ( ц + , 4 4 f P „ ) -

+ f = i 8 - 2 5 ) 
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При этом используется следующая формула для произве-
дения двух рядов Фурье: 

ОО СО 

^ (A) cos 2njx В] sin 2njx) ^ {at cos 2я/т bt sin 2л/т) = 
j = 0 i=о 

Aflo+ у 2] ( Л А + ^ А ) H- 2 { Л«о + Л«г + 
k-1 r-1 I 

гг—1 CO 
S (А- a — я , - A ) + S (A+tflb+Br+kbk + 4 

ft-i 

) « f + Bkbr+k}] > cos 2nrx - f ]•] j + Л6/- + 
J r- l I 

rf-l 
1 

S — B T — A A + Д +ft) 
1 • 0 !• s in 2лгс. 
J 

Заметим, что если инерционные члены не учитываются, то 
в уравнениях (8.23) — (8.25) нужно положить po = p i - -0 и 
тогда они существенно упрощаются. 

Для приближенного решения задачи вместо бесконечных 
рядов (8.16) и (8.17) следует взять конечные, т. е. считать: 

Xr=.Yr = Pr = Qf = 0 при г>т, (8.26) 

где т — число, зависящее от требуемой точности приближе-
ния. Обозначим через MkN результаты подстановки выраже-
ний (8.16) и (8.17) при условии (8.26) соответственно в (7.13) 
и (7.14). Очевидно, что в этом случае нельзя обратить М и N 
в нули ни при каком выборе Xr, Yr, Pr, Qr для г^Ст, но, сле-
дуя методу Бубнова—Галеркина [15], нужно требовать .орто-
гональности М и iV ко всем представляющим функциям 

1, cos2jtt , . . . , cos2n/mr, s in2nt , . . . , s in2лтх 

в промежутке (0, 1), т. е. выполнения условий 
1 1 
| М cos 2кгх dx = 0, J М sin 2nrx dx = Q, 
о о 

1 1 
J N cos 2лгт dx = 0, J TV sin 2ягс dx = 0 
о 0 
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для г—О, 1, 2, . . . , т. Это приводит к конечной системе диф-
ференциальных уравнений, которая имеет совершенно тот же 
вид, что и система (8.21)-—(8.25), нужно лишь при r > т при-
нять значения неизвестных по (8.26). Эта система может быть 
приведена к нормальной форме Коши исключением из урав-
нений (8.23), (8.24) и (8.25) производных от Р и Q с помо-
щью выражений (8.21) и (8.22). Численное решение ее может 
быть выполнено на счетных машинах, но это не очень удобно, 
так как краевая задача, к которой мы пришли, может быть 
решена численным интегрированием только путем подбора. 
Однако полученную систему обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений можно решать также методом Бубнова — Га-
леркина. Пусть . ' 

^o(s), ^ ( s ) , (8.27) 

—какая-либо полная и замкнутая в интервале (0, 1) система 
функций, например система полиномов Лежандра. Тогда 
функции Xr, Yr, Pr, Qr можно представить рядами: 

ХТ - a r 0 % (s) + (s) 4 - . . . , 
У г = M o (s) Н- (5) -т . . . , \ 
Pr = РтбФо («) + />пЧ>1-:(«) + • • • ' 
Qr = qr0% (s) + <7мЧ> 1 ( « ) + • • • - (8.28) 

где йг{, bri, Pru Qri—-постоянные коэффициенты. Для числен-
ных расчетов нужно, конечно, опять-таки ограничиться конеч-
ным числом членов в этих рядах, оборвав их на некотором; 
п-м члене. 

Коэффициенты рядов (8.28) должны быть подобраны так, 
чтобы прежде всего удовлетворялись краевые условия (8.19)? 
и (8.20) , т. е. чтобы было: 

.'.' п 
2 А г ^ с ( 0 ) = а г , 2 <7гг1[>ЛО) = |Зг, г=о / -о 

2 Ро / Ч>* (0).= о, 2 Pr = ат ^ (1), 1 = 0 1=0 1 =0/ 

= (8-29) 1=0 • • / -0 - , ' •-•.• - • - - --- „•• J 

Таких уравнений будет А т + \ [по числу неизвестных Хг, 
Yr, Pr, Qr и числу уравнений (8.21)— (8.25)], общее же число 
неизвестных коэффициентов равно ( 4 т + 1 ) (га+1). Недостаю-
щие уравнения получаются по общему принципу метода Буб-
нова—Галеркина. Пусть: Ф ^ , Ф<зг, - Ф ^ , - Ф ^ е с т ь . результаты 
подстановки рядов (8.28) в левые части уравнений (8.21), 
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(8.22), (8.24) или (8.23) при г = 0 и с учетом формулы (8.25), 
которые не будут, конечно, тождественными нулями, но кото-
рые должны быть ортогональны ко всем представляющим 
функциям (/ = 0, 1, 2, ..., п) в промежутке (0, 1),т. е. должны 
удовлетворять условиям: 

1 1 
J <J>ProMs = 0, JoQr^flfs = 0, 
о о 
.1 1 

= 4 j 0 , ^ ^ = 0. (8.30) 
о о 

Всего условий (8.30) будет ( 4 m + l ) ( n + l ) , т. е. уравнения 
(8.29) оказываются как будто лишними,- так как число усло-
вий (8.30) равно числу неизвестных коэффициентов. Но если 
определить эти коэффициенты только из условий (8.30), то 
краевые условия (8.29) заведомо не будут выполнены. По-
этому нужно требовать ортогональности Ф р г Ф<ЗГ, Ф * Г , Ф у Г 

не ко всем п + 1 , лишь к первым п представляющим функ-
циям (8.27), т. е. полагать в (8.30) г'=0, 1, 2, . . . , п—1. Тогда 
(Ат+\)п уравнений (8.30) и 4т+1 уравнений (8.29) обра-
зуют систему с числом уравнении, равным числу неизвестных 
коэффициентов. ' 

Развернутая форма уравнений (8.30) очень громоздка, и 
мы не будем ее здесь приводить. Заметим лишь, что это бу-
дут квадратные уравнения с коэффициентами при неизвест-

1 1 
ных типа J ds или J v/i|Yi|)yi|)A ds и т. д. 

о о 
Рассмотрим кратко процесс решения системы квадратных 

или вообще любых нелинейных (алгебраических или транс-
цендентных уравнений) 

f i t e v У«) = 0> (8.31) 

Корнем этой системы называется совокупность п чисел, 
подстановка которых в качестве уи ..., уп в уравнения си-
стемы обращает эти уравнения в тождества. Отыскание кор-
ней нелинейной системы есть итерационный процесс. Пусть 
найдено приближенное значение какого-либо вещественного 
простого корня у\, . . . , г/*. Точное значение корня будет 

y\ + z v . . , , г,; + е л , (8.32) 

где ей . . . , ег, — погрешность корня. Подставляя числа (8.32) 
в систему (8.31) и разлагая левые части уравнений этой 
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системы в ряд Тейлора, получим 

s - i 
(8.33) 

где — совокупность членов порядков е2 и высших. Если эти 
члены отбросить, то система (8.33) обратится в линейную 
относительно ei, . . . , еп, из которой можно найти приближен-
ные значения поправок, и, вычислив числа (8.32), найти уточ-
ненное значение корня, после чего все операции повторяются 

и т. д. Этот способ носит 
м3/сек гм 

87.0 
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название Ньютона. Обос-
нование способа Ньютона 
и доказательство сходи-
мости итераций при до-
статочно широких предпо-
ложениях о функциях fi, 
которые в нашем случае 
всегда удовлетворяются, 
имеются в руководствах 
по вычислительной мате-
матике. Для вычисления 
интересующего нас корня 
системы (8.31) необходи-
мо иметь исходное при-
ближение, хотя бы самое 
грубое. Такое приближен-
ное решение может быть 
получено решением мето-
дом' Бубнова — Галерки-

на линеаризированных уравнений (7.15) и (7.16) при тех же 
краевых условиях. Нетрудно проверить, что при этом полу-
чается точно такая же система линейных уравнений, в какую 
вырождается наша система (8.29) и (8.30), если в уравне-
ниях (8.30) отбросить все члены, содержащие степени и про-
изведения неизвестных. , . 

Таким образом, решение сводится к выполнению следую-
щих операций: 

1) вычислению определенных интегралов — коэффициен-
тов уравнений (8.30); 

2) решению системы уравнений (8.29) и (8.30), сводя-
щихся к последовательности итераций, каждая из которых 

.требует решения системы линейных уравнений; 
3) суммированию рядов (8.28); 
4) суммированию рядов (8.16) и в случае необходимости 

(8.17). 

Фиг. 5. Расходы (график № 1) и уровни 
в створе ГЭС. 

1 — уровни по линейному приближению, 2 — уровни 
по .квадратичному приближению, 3—расходы. 



Для всех цифровых 
вычислительных машин 
имеются стандартные про-
граммы выполнения опе-
раций такого рода. По-
этому общая программа 
решения задачи есть по-
следовательность стан-
дартных подпрограмм, 
объединенных командами 
перехода. 

Для примера на фиг. 
5—7 даются результаты 
расчетов периодического 
режима в нижнем бьефе 
Горьковской ГЭС, выпол-
ненные М. Г. Гутсоном 
[18] по изложенной выше 
теории. В этих расчетах 
было принято т=3, п=2. 
Системы линейных урав-
нений, которые при этом 
приходится решать, имеют 
39-й порядок. 

Заметим, что смеще-
ние графиков уровней при 
переходе от линейного 
приближения к квадра-
тичному, особенно замет-
ное на фиг. 6, связано 
главным образом с тем, 
что для квадратичного 
приближения Х0ФО, что 
отмечалось уже выше. 

При желании учесть не 
только режим будничных 
дней, но и воскресный 
провал графика нагрузки 
можно использовать этот 
же метод, но здесь мы 
должны считать за период 
не сутки, а неделю, что 
при заданной точности 
аппроксимации потребует, 
очевидно, значительно 
большего числа гармо-
ник. 

Фиг. 6. Расходы (график № 2) и уровни 
в створе ГЭС. 

1 — уровни по линейному приближению, 2 — уров-
ни по квадратичному приближению после первой 
итерации, 3 — то же, после второй итерации, 

4 — расходы. 

85.4 -

85.0 \ 1— 1 I I I | 
О 4 8 12 16 20 Ьч 

Фиг. 7. Уровни на расстоянии 25 км от 
Г Э С при графике № 2 расхода ГЭС. 

1 —по линейному приближению, 2— по квадра-
тичному приближению после первой итерации, 
3 —по квадратичному приближению после второй 

итерации. 
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§ 9. Движение волны паводка 

Если в неустановившемся движении речного потока, вызы-
ваемом суточным регулированием на ГЭС, силы инерции мо-
гут играть заметную роль, то на движении паводковой волны,-
характеризующемся значительно более медленным измене-
нием уровней и расходов, эти силы практически, не сказы-
ваются и в расчетах паводков их обычно не учитывают. Это 
значит, что в уравнении (7.17) следует отбросить члены, со-
держащие ро и pi, и что движение паводка описывается сле-
дующей системой уравнений: 

• k 1 ( s ) h r ^ 2 K 0 ( s ) a ^ f s ^ X 2 ( j s ) k i + p . l ( s ) h u - ^ X 0 ( s ) u i = 0. (9.1) 

^ ^ ^ т ^ О . (9.2) 

За установившееся движение, от которого отсчитываются 
изменения уровней и расходов (см. фиг. 2), мы всегда будем 
считать межень, предшествующую паводку. 

Каковы бы ни были краевые условия рассматриваемой, за-
дачи (их мы рассмотрим ниже), решение ее так же, как и в 
§ 8, следует искать в виде рядов по т с коэффициентами, за-
висящими от s, 

h = (г) + Х ^ (т) + • • •, и = У0% ( * ) + • ! > , (t) + . . • (9.3). 

Подставляя эти ряды в (9.1) и (9.2) и применяя метод 
Бубнова—Галеркина, мы придем к системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений, которая повторным • примене-
нием метода Бубнова — Галеркина может быть сведена к си-
стеме алгебраических уравнений так же, как это было сде-
лано в § 8. 

Однако можно поступить и иначе, а именно, сразу искать 
решение уравнений (9.1) и (9.2) в виде двойных рядов по s 
и % с постоянными коэффициентами aih и b 

h = К0я|з0(S) + ' а 0 1 ар! (s)4- . . . ] ф0(т) + 
4- [ах о аРо (S) 4 - а , , г|), (s) + . . . ] ф, (т) + . . . , (9.4) 

И = [̂ 0 о "Фо (5)-I- 1 "Ф1 («) + • • • ] Фо (т) 
+ + . . . | ф 1 ( т ) + . . . (9.5) 

Здесь фо, -фь • • • и фо, Ф1, . . . — некоторые полные системы 
функций. Конкретное выражение этих функций для нас пока 
безразлично, но систему ф0, фь . . . будем считать ортонорми-
рованной в промежутке 0 < т < 0. Аппроксимируя h и и пер. 
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выми т членами этих рядов по s и первыми п членами по т, 
напишем вместо выражений (9.4) и (9.5): 

h = 2 2 а « ч Ы « ) ф / ( т ) , 
г-о й=о 
п т 

а = 2 2 ^ Л ( 5 ) Ф / ( Т ) . 
1=0 6-0 

(9.6) 

Левые части уравнений (9.1) и (9.2) после подстановки в 
них h и и из (9.6) будут соответственно: 

О, = 2 2 \ a l k [Я,, (s) ^ (s) + ^ (s)} (т) + i=0 ft-0 
п т 

+ 2Я0 (S) 2 2 A (S) % (т) + М * ) 2 2 a , A (s) Ф, (т) } + 
г-о ft=o I г-о &—о 

{ п т 12 

2 2 ^ а М ф Л * ) + г-о fc=o J 

{ п т Л г п т 

2 2 2 ^ А ( « ) ф <-оft-o J U=oft=o 
(9,7) 

о 2 = 2 2 (s) Ф; (т) Ч - 2 2 м * (s) Ф< (т) + 
/ = о & = 0 ' 

+ { п т \ г п т 

2 2 а , Л ( « ) ф ( ( т ) S . S i = 0 ft — 0
 1

 } u = 0 ft=0 

(9.8) 

По методу Бубнова — Галеркина, добьемся ортогонально-
сти Gi и G2 к функции Ф р (т) в промежутке 0 ^ т 0 и к 
функции ij)g(s) в промежутке 0 < s S (величины 0 и S опре-
деляются из конкретных условий задачи, о чем мы скажем 
ниже).Учитывая, что система ф0, фь . . . ортонормирована, по-
лучим: 

о s т ' ; ' 

= W (5) ds Clx = 2 (Akqapu + Bkqbpk) + ^ 
0 0 k = 0 e S f i-я m -.2 

+ / J N ( S ) S CO Фг ( t ) 
о 0 . / - 0 ft-0 

2 

4 -

b i i f t k W v i ( t ) 
i - 0 ft-0 L/-0-A-0 

X 

X 
.<-0 к-0 

= (9.9) 
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о о k~ о 
J" J js i=0 k-0 

в S г- п т 
+ j J M s ) 2 

X 

о о 
п т 

i =о й=О 
X 

2 (s) фИт) 
,1=0 ft = 0 

Фр (т) 4>г ( s ) d s d x = 0- (9-10) 

Здесь 

А, = J [\ (*) + < («)] % (*) ds, 
о 

S 
Bkq = 2 j l0(s)qk(s)%(s)ds, 

о 
s 

Ckq= j v0(s)Tpk(s)%(s)ds, 
0 

e 

d i p = / фИт)Фр(т)̂ ' 
о 
s 

Для составления систем итерационных уравнений (8.33) 
потребуются также выражения производных f<v и по 
неизвестным коэффициентам: 

dfW * ^ 

= bpjAjq + 2 2 tiljp {Fklqaik + Hklqblk)' 
J 1 ... Л и Г\ 

< 
1 = 0 k = 0 
n m 

-Щ-=bpjBjq+S S n HP + J r\ и Л 1 = 0 k = 0 

n m 
tffq \ \ \ \ Of® 

= ClqDjp + PijpQklqaik> = bPjEJq- (9-1 

/ -0 A-0 

78 



Здесь 
s 

Fkiq = J h (S) (s) ty (s) % (s) ds, 
о 
s 

0 
s 

М щ = J ^o (s) г1'г (s) % (s) ds, 
0 

e 

N i j p = J Фг ( t ) Ф; ( t ) Фр (т) dx, 
о 

e ' . 
PUP = / [Ь (т) фу W + фу (*) ^ (т)] Фр Mdx-

0 
s 

0 
В формулах (9.11) через 6 P j обозначен обычный символ 

Кронекера (бРЗ- = 0 при }фр, 6РР = 1). 
Члены, содержащие квадраты и произведения сумм в фор^ 

мулах (9.9) и (9.10), можно развернуть и тогда они выра-
зятся через четырехкратные суммы и интегралы типа Ahg, 
Bhq и т. д., не содержащие неизвестных коэффициентов, кото-
рые могут быть вычислены заблаговременно. Но такое пред-
ставление очень • громоздко и неудобно для программиро-
вания задачи. Целесообразнее непосредственно вычислять 
двойные интегралы, входящие в уравнения (9.9) и (9.10), по 
квадратурным формулам для каждой итерации коэффициен-
тов aik и bih. 

Зависимости (9.9) — (9.11) — общие для всех задач рас-
пространения паводков. Краевые же условия для каждой за-
дачи индивидуальны. Ниже рассматриваются наиболее ха-
рактерные задачи. 

1. Пусть в створе х=0 задан гидрограф паводка, а в створе 
х^хо река впадает в море. Требуется найти функции h(s,x) 
и u(s,x) для всего участка 0 < л г ^ х 0 , предполагая, что боко-
вая приточность отсутствует. В данном случае удобно поло-
жить L=xо (т. е. 5 = 1), а за Т .принять время от начала па-
водка до максимума расхода в начальном створе х = 0. За z0 
можно принять произвольно назначаемую величину, имеющую 
порядок ожидаемого максимального подъема уровня на рас-
сматриваемом участке. Краевые условия будут: 

и ( 0 , т) = г»(т), й ( 1, т) = 0, (9.12) 
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где v(x)— заданная функция времени. Эта функция при до-
статочно больших т (по окончании паводка) равна нулю или, 
во всяком случае, близка к нулю. Разумеется, тот или иной 
характер приближения к нулю этой функции при больших т 

практически не играет никакой 
роли Для результатов вычисле-
ний. Но для удобства выкладок 
и вычислений целесообразно при-
нять, что эта функция асимптоти-

х чески стремится к нулю при т-^оо 
(фиг. 8). Тогда ее можно разло-

Фиг. 8. Гидрограф паводка жить в ряд по функциям Лягер-
в начальном створе. ра. Это обстоятельство подска-

зывает, что за систему функций 
фо, фь . . . также удобно принять функции Лягерра и поло-
жить 0=оо. Для v(x) напишем следующее разложение 

<у(т) = а0ф0(т)Н-а1ф1(т)+ . . . , (9.13) 

где коэффициенты сад «ь • • • вычисляются по обычным фор-
мулам: 

- . . . . • . . е 
ai — / "V (т) фг (т) dx. 

о 

Если разложения по таппроксимируются первыми я+1-ми 
членами, то вместо (9.13) следует написать 

т)(т) = а0ф0(т) + а 1 ф 1 (т )+ . . . +а„ф ; г(т). (9.14) 

В качестве системы функций г|з0, фь • • • возьмем полиномы 
Лежандра, но не от s, а от 2s—1. Тогда они в соответствии с 
уравнением (7.7) образуют ортонормированную систему в про-
межутке 0 s 1. 

Из формул (9.6) и (9.14) следует, что для удовлетворения 
краевого условия при s = 0 должно быть: 

+ ••• + f t om1w(0) —Оо» 
^1о-Фо(0)-+ * п Ч > 1 ( 0 ) + . . . 0) = а „ 

Ьпь\Ф) + ЬпМЪ)+ ... +ЬпМ0) = ап. (9.15) 

Краевое же условие при s = l будет удовлетворено при: 

т Т т (1) = о, 
« 1 0 % ( 1 ) + a l l 1 l 7 l ( 1 ) + • • • + « 1 т 1 > т ( 1 ) = 0, ( 9 Д 6 ) 

ап0 'ф0(1) + ая1я151(1)+ . . . 4 - а л т ' ф т ( 1 ) = 0. 
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В нашей задаче фигурирует 2 (п +1 ) ( т + 1 ) неизвестных 
коэффициентов а ^ и bih. Краевые условия дают 2(п+\) урав-
нений (9.15) и (9.16) для их определения. Остальные 
2(я+.1) (т+ 1)—2(л+ 1) =2(пт + т) уравнений дают условия 
ортогональности (9.9) и (9.10), в которых следует брать все 
комбинации индексов р и q, содержащиеся в первых п стро-
ках и первых m столбцах следующей таблицы: 

0 0 0 1 . 0, т — 1 0, т 
1 0 1 1 . 1, т — 1 1, т 

п— 1, 0 п - 1 , 1 . . п — 1, т — 1 п — \,т 

п, 0 п, 1 . . . п, т — 1 п, т 

и еще т любых комбинаций из п+ 1-й (последней) строки и 
m + l - г о (последнего) столбца. Наилучшие результаты полу-
чаются, по-видимому, если брать комбинации в начале я -Н-й 
строки и в начале m + 1-ro столбца. 

В качестве исходного приближения здесь так же, как и в 
§ 8, можно взять коэффициенты Щи и отвечающие линей-
ной идеализации. Они определяются по уравнениям (9.15.), 
(9.16) и (9.9), (9.ID), в которых надлежит отбросить все чле-
ны, содержащие степени и произведения сумм. 

Пусть aik и bik — значения неизвестных коэффициентов в 
суммах (9.6) после некоторого приближения, a Aaik и Abih-— 
поправки, которые нужно добавить соответственно к этим зна-
чениям, чтобы получить следующее приближение. Эти по-
правки определяются в общем виде по уравнениям (8.33). 
Последние уравнения, отвечающие уравнениям (9.15) и (9.16), 
будут; v ' 

т 
S Ь Ь 1 к у к (0) = О, / = О, 1, . . . . л , (9.17) к-0 
т 

2 А (1) = 0, • * = 0, 1, . . , , л , (9.18) ft = о 

а отвечающие уравнениям (9.9) и (9.10), будут: 

f S + S S ' ^ ^ + ^ ^ - O » (9.19) 7 = 0 1 = 0 П 

• Здесь комбинации индексов р и q берутся в соответствии 
со сказанным выше. С учетом формул (9.11) уравнения (9.19) 
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могут быть представлены так: ' 
тп ( f п m 

Г& + 2 2 

+ 
} = 0 1 = 0 

bPiAjg + 2 2 NlJp (.Fklqaik + Hklqbik) i~0 k = 0 
m 

bPiBjk + .21 2J NUp [Hklqalk + MklqbiU) 

n m 
^IcPJp-^'bJ 2j PijpQklqaik 

ЬЬ П 

A an-

0, (9.20) 

ffq+ S 2 m j=0l=0 1=0 h=0 
A a , 

Фиг. 9. Простейшая речная система. 

ii+bPiEiAbi\= 0-
(9.21) 

2. Пусть по-прежнему в створе х = 0 задан гидрограф па-
водка и нас интересует прохождение паводка на некотором 
участке 0 < x * C x Q , причем характеристики русла имеются от 
створа х = 0 до створа Х\ > х0, за которым река простирается 
еще на достаточно большое расстояние. В этом случае имею-

щаяся информация, строго 
говоря, недостаточна для ре-
шения задачи. 

Однако можно, восполь-
зоваться тем, что если Х\ 
значительно (в 1,5—2 раза) 
превосходит х0, то характе-
ристики русла при x > x i не 
могут заметно влиять на те-
чение в пределах участка 

если, конечно, 
нет оснований считать, что 

они очень сильно отличаются от характеристик в пределах 
например, создают большой подпор вследствие 

резкого сужения русла при х > Х\. Исключая из рассмотрения 
эти необычные случаи, примем, что при х > х\ русло призма-
тическое и имеет такие же характеристики, как в с т в о р е x = x t . 
Далее, если река простирается достаточно далеко за створом 
x=xi , то ее можно, считать бесконечно длинной. Но при х^-оо 
должно быть h 0, так как на бесконечной длине паводок 
должен полностью распластаться. Здесь можно принять L=xо, 
рассматривать течение на участке 0 < s < оо, т. е. полагать 
5 = оо, а в качестве представляющих функций а|з0, фь • • • взять 
функции Лягерра. Тогда краевое условие при s = oo будет вы-
полнено при любых значениях коэффициентов aik и bih, ибо 
все функции Лягерра стремятся к нулю при бесконечном воз-
растании их аргумента. Поэтому данная задача сводится к 
предыдущей с той лишь разницей, что функции гро, . . . 
здесь иные и не будет уравнений (9.16), а значит и второй 
группы уравнений (9.17) и (9.18), следовательно, будет соот» 
ветственно.-больше уравнений (9.19). 
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3. Рассмотрим речную систему, представленную на фиг. 9. 
Пусть гидрографы паводков для створов А и В заданы 
(фиг. 10), требуется изучить прохождение паводка на участ-
ках АС, ВС, CD. Величины, относящиеся к этим участкам, 
обозначим соответственно индексами ('), (")> ("О-

В данном случае удобно принять z'0, z^ и z™ одинаковыми 
и равными некоторой величине г0; время Т , Т", Т'" одинако-
выми и равными Т Т2), а расходы Qg, Qg, Q" рав-
ными соответствующим расходам начального установивше-
гося режима Q'(0), Q"(0), Q'"(0) = Q'(0) + Q"(0). За L', L", 

a! a'J 

U" примем длины участков AC, AB и CD, а расстояния бу-
дем отмерять вниз от начальных створов. 

Краевые условия будут следующие: 
для створов А и В 

Q&> 
Qm 

О t 

Фиг. 10. Гидрографы паводка в начальных 
створах простейшей речной системы. 

и ' ( 0 , т) = v ' (т), и " (0, т) — v " (т), (9.22) 

где v' и v" — заданные функции времени; 
для точки слияния С 

(9.24) 

(9.23) 

Положим, в соответствии с формулой (9.6), 
п m 

h' = 2 
i=0 к =0 i-0 к =0 (9.25) я п 

г-о s=o 
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Аналогичные выражения будут и для h", и", h'", и'". Как 
и в случае 1, за функции <р0, jpi, . . . примем функции Лягерра, 
а за функции ф0, ijJi, • • •— полиномы Лежандра. Функции v' 
и v" представим в соответствии с формулой (9.14) в виде: 

•в' ( т ) = 2 а ; Ф . ( т ) , = (9.26) 

Как и в случае 1, из краевых условий получаются следую-
щие уравнения: 

т т 
О) = «;. 2 Х ' А ( 0 ) = а ; , (9.27) 

fe=0 fe—О 
т 
2{ Щк + (1 - Р) b"ik] (1) - % (0)} = 0, (9.28) 

о, 

(9.29) 

(9.30) 

в которых i—0, 1, . . . , п. 
Таким образом, краевые условия дают 6 (п+1) уравнений 

для определения 6 ( n + 1 ) ( т + 1 ) неизвестных коэффициентов. 
Недостающие уравнения не-
обходимо получить из урав-
нений (9.9) и (9.10), кото-

§• рые следует написать для 
^ участков АС, ВС и CD. Для 

каждого участка возможны 
Фиг. 11. Речная система с замкнутым 2 ( n + l ) ( m + l ) комбинаций 

контуром. индексов р и q, причем из 
них, как и в случае 1, нужно 

взять только 2 (пт + т) комбинаций, в соответствии с тем, что 
было сказано по поводу таблицы, приведенной на стр. 81. 
Уравнения для поправок составляются так же, как и в слу-
чае 1. 

4. Рассмотрим речную систему с замкнутым контуром 
(фиг. 11), что может встретиться, например, в дельтовых ча-
стях рек. Гидрограф паводка задан в створе перед точкой 
разветвления А. 

Сохраним обозначения предыдущего случая 3. В точках 
С и D краевые условия будут такие же, как в случае 3, т. е. 
мы получим уравнения (9.28), (9.29), (9.30). Напишем крае» 
вые условия в точке А: 

р«' (0, т) (1 — р) и" (0, т) — щ (т), ti (0, т) = /г" (0, х). (9.31) 

т т 
2 [a'lk% (1) - a"/k% (0)] = 0, 2 (1) (0)] = 

т 
о, 

о 
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они дадут уравнения: 
т т 

- * № ] = а , , № - а ; , ) ф 4 ( О ) = О : ft—0 ft-O4 

(9.32) 

Как видим, этот случай отличается от предыдущего только 
тем, что 2(п+\) уравнений (9.27) нужно заменить 2 ( п + 1 ) 
уравнениями (9.32). 

5. Четыре рассмотренные задачи имели между собой то 
общее, что краевые условия во всех этих случаях были ли-
нейны. Нелинейные краевые условия создают определенную 
специфику. Примером задачи с нелинейным краевым усло-
вием может служить задача о трансформации паводка водо-
хранилищем. 

Мы будем предполагать, что водохранилище имеет вытя-
нутую форму и что к нему применима одномерная модель 
течения. Вода из водохранилища пропускается через турбины4" 
ГЭС и водосбросы плотины, при этом расход воды, поступаю-
щей в нижний бьеф плотины, есть функция отметки уровня 
перед плотиной и времени. Зависимость этого расхода от вре-
мени связана с режимом наполнения водохранилища, в про-
цессе которого могут изменяться нагрузка ГЭС (от значения, 
обеспечиваемого транзитным пропуском меженного расхода, 
до значения, определяемого ограничениями по турбинам и 
генераторам) и открытие щитов плотины. Не вдаваясь в дета-
ли чисто энергетической задачи построения этой зависимости, 
будем считать, что она так или иначе задана. Рассматривае-
мый случай совпадает со случаем 1 во всем, кроме того, что 
в створе s= 1 река не впадает в море, а перегорожена плоти-
ной, в соответствии с чем краевое условие в этом створе есть 
не второе условие (9.12), а условие 

Ф{т, и(Г, т), h{\, т)} = 0 - (9.33) 

Заметим, что функция Ф не будет гладкой при некоторых 
значениях своих аргументов. Например, она имеет излом при 
значении h( 1, т), соответствующем положению, при котором 
уровень воды достигнет гребня водослива плотины. Мы же 
будем предполагать, что фактическая функция Ф может быть 
заменена гладкой функцией при всех возможных значениях 
своих аргументов так, что при этом получается хорошая 
аппроксимация Ф. Поэтому обращаться с функцией Ф мы бу-
дем как с функцией, гладкой по обоим аргументам и и h. 

Обозначим через W результат подстановки и и h из фор-
мул (9.6) в (9.33) 

( п т п т \ 

Т, 2 . 2 м > * ( 1 ) ф | ( т ) , 2 2 ^ А ( 1 ) ф Д т ) . (9.34) г-о й=о г-о А-о J 
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Величина W не может быть тождественно равна нулю, ибо 
ряды (9.6) это не точное решение рассматриваемой задачи и 
поэтому выражение (9.34) само по себе никаких уравнений не 
дает. Чтобы получить из этого выражения уравнения, связы-
вающие коэффициенты а ^ и bik, используем все ту же идею 
метода Бубнова — Галеркина и потребуем ортогональности 
выражения (9.34) к представляющим функциям ф0, . . . , фп-
В результате получим 

в j п т п т . j 

О ( I-0 &~0 г-о /г-0 ) (9.35) 
где / = 0 , 1, . . . , п. Чтобы получить систему уравнений, опре-
деляющих коэффициенты aih и bih в рассматриваемой задаче, 
нужно в системе для случая 1 заменить п + 1 уравнений (9.16) 
п + 1 уравнениями (9.35). Все-же остальные уравнения оста-
нутся без изменения. Составить по уравнениям (9.35) уравне-
ния, отвечающие уравнению (8.33), вместо второй группы 
уравнений (9.18) не представляет затруднений. Останавли-
ваться на этой операции мы не будем. 

Следует заметить, что, как легко проверить, уравнения, 
получаемые из линейных краевых условий, также могут рас-
сматриваться как результат применения идеи метода Буб-
нова — Галеркина, которая, таким образом, оказывается уни-
версальной. 

Если краевое условие (9.33) разрешимо в явной форме-
относительно и, т. е. если оно имеет вид 

и ( 1 , т) = х [ т , А(1, т)] , ' 

то удобно использовать второй вариант метода Бубнова —• 
Галеркина. Для этого достаточно положить 

u(s, т) = v(x)-\- {х[т, h( 1, т)] —г;(т)} т), 

тогда краевые условия будут 
®(0, т)=-.®(1, т) = 0. 

В" качестве системы функций iph здесь можно принять 

•Фо=1> = Ф2 = 5 ( 1 —s), . . . . Ч»* = « * _ 1 ( 1 —-s)*" 1 . • • • 

и приравнять нулю коэффициенты Ью и Ьц (В противном слу-
чае краевые условия удовлетворяться не будут). 

В случае 1 было принято. h(s, 0) =h(s, оо) = 0. В данном 
случае h(s, 0)^=0, а вообще говоря,' h(s, оо) Ф 0, Поэтому 
представление системы ф0, ф1, . . . системой функций Лягерра 
здесь в общем случае невозможно. Но следует иметь в виду, 
что практический интерес представляет в данной задаче 
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только тот промежуток времени то, в течение которого h( 1,т) 
достигает максимума. Поэтому достаточно выбрать промежу-
ток интегрирования по 0 так, чтобы было заведомо 0 > т0, но 
чтобы 0 не на много превышало то. Тогда функции <р0, фь . . . 
достаточно выбрать такими, чтобы они давали хорошую ап-
проксимацию в промежутке О - < т ^ 0 , поведение же их при 
т - > о о не играет никакой роли. 

Из рассмотренных примеров видно, что метод Бубнова — 
Галеркина как средство решения задач неустановившегося 
движения обладает большой гибкостью и позволяет сводить 
составление уравнений для сложных случаев к выполнению 
нескольких совершенно стандартных операций. 

В заключение данной главы необходимо сказать несколько 
слов о вероятностном аспекте задачи о движении паводка. 
Задавать гидрограф паводка детерминистически, как это име-
лось в виду всюду выше, строго говоря, можно только тогда, 
когда речь идет о прошлом, т. е. когда нужно восстановить 
картину паводка по наблюдениям в одном створе или (в слу-
чае речной системы) в нескольких. Для прогнозов на будущее 
детерминистическая постановка означает схематизацию за-
дачи: гидрограф паводка есть случайная функция времени и 
нужно ставить вопрос не о том, каков будет этот гидрограф 

1 (или ход уровней) в ниже лежащих створах, если он изве-
стен для какого-то вышележащего створа, а о том, каковы 
будут вероятностные характеристики потока, если известны 
его вероятностные характеристики в начальном створе. Под 
вероятностными характеристиками потока подразумеваются 
функции распределения вероятностей расходов и уровней, или 
их статистические моменты. 

В вероятностном случае гидрограф во входном створе 
также может быть задан разложением (9.13), но коэффи-
циенты ао, а ь . . . этого разложения будут теперь не опреде-
ленными числами, а случайными. Совместное распределение 
вероятностей этих случайных величин будет зависеть от вы-
бора представляющих (не случайных) функций ф0, фь . .. 
(в вероятностных задачах эти функции называют координат-
ными функциями), который может быть сделан бесчисленным 
множеством способов, даже если наложить требование, что-
бы случайные величины ао, oci, . . . были не коррелированы. 
Представляющие функции однозначно определяются только в 
случае, если потребовать, чтобы случайные величины а0 , a i , . . . 
были стохастически независимы в совокупности, т. е. чтобы их 
совместная функция распределения вероятностей была произ-
ведением функций распределения этих величин, взятых в от-
дельности. Такой выбор координатных функций наиболее удо-
бен для вычислений, но он не необходим принципиально. Прин-
ципиально необходимо лишь знать совместную функцию 
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распределения вероятностей случайных величин а0, « ь . . . , a f t 
в представлении (9.14). Построение этой функции есть задача, 
которая сама по себе достаточно сложна. Но большие трудности 
заключаются также и в том, чтобы по этой функции, разло-
жению (9.14), уравнению течения и краевым условиям при 
х=х0 найти функции распределения вероятностей паводко-
вых расходов (или уровней) для произвольного створа в 
промежутке 0 < х < х0 или статистические моменты этих 
расходов. На основе метода Бубнова — Галеркина можно по-
лучить уравнения для этих моментов. Однако задача может 
быть решена также методом Монте-Карло, хотя в вычисли-
тельном отношении это решение неудобно тем, что требует 
очень больших затрат машинного времени. Суть его состоит 
в том, что по разложению (9.14) и функции распределения 
вероятностей случайного вектора {ао, а ь . . . , аи} можно разы-
грать большое количество реализаций гидрографа паводка в 
начальном створе, а затем произвести расчет движения па-
водка для каждой из этих реализаций, например, так, как эте 
было изложено для разных случаев выше. Это дает ансамбль 
реализаций паводка для любого створа Статисти-
ческой обработкой этого ансамбля можно получить любые 
вероятностные характеристики паводка для всех створов в 
указанном интервале. Однако не следует, конечно, стремиться 
к тому, чтобы строить функции распределения вероятностей 
паводковых расходов непосредственно по результатам расче-
тов: необходимое для этого количество расчетов по различ-
ным реализациям начального гидрографа требует совершенно 
нереального машинного времени. Количество таких расчетов 
нужно ограничить числом, необходимым для вычисления па-
раметров искомой функции распределения вероятностей, ана-
литическое выражение которой должно быть принято из тех 
или иных соображений, как обычно для гидрологии. 



Г Л А В А IV 

НЕКОТОРЫЕ ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ 

§ 10. Общие замечания 

Обратными задачами называются те, которые заключают-
ся в получении информации по причинам и следствиям, поро-
ждаемым этими причинами.; Понятие обратной задачи чисто 
физическое. В математике оно имеет только относительный 
смысл. Например, операции дифференцирования и интегри-
рования о.братны одна по отношению к другой, но на вопрос 
о том, которая из них обратна в абсолютном значении, нельзя 
дать содержательный ответ. 

Обратные задачи распространены в самых разнообразных 
областях науки и практики гораздо шире, чем это принято 
думать. Древнейшей обратной задачей является, по-видимому, 
медицинская диагностика. Весьма рельефным примером об-
ратной задачи может служить теория внутреннего строения 
звезд, выясняющая это строение (т. е. причину) по единствен-
ному его следствию, доступному наблюдению — по излучению 
звезд. Уже эти примеры говорят о том, что постановка обрат-
ных задач есть результат естественных запросов, а не каких-
либо искусственных построений. Этим и объясняется то вни-
мание, которое уделяется в последние годы математическим 
проблемам, связанным с обратными задачами. 

В интересующей нас области (учении о реках) прямые за-
дачи, рассматривавшиеся в предыдущей главе, определяются 
как задачи, в которых нужно найти следствие — решение 
уравнений неустановившегося движения по порождающим его 
причинам, т. е. по краевым и начальным условиям или усло-
виям- периодичности, заменяющим начальные условия. Все 
остальные задачи относятся к категории обратных. Характер-
ный признак любой обратной задачи заключается в том, что 
в" ней предполагается заданной та или иная (не обязательно 
исчерпывающая) информация о решении уравнений неустано* 
вившегося движения, в частности, в виде ограничений, кото-
рым это решение удовлетворяет. 
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Особенностями обратных задач, которые всегда следует 
иметь в виду, являются два следующих обстоятельства. 

1. Из существования решения прямой задачи не вытекает 
существование решения соответствующей обратной задачи. 
В частности, если заданы физически мыслимые начальные и 
краевые условия, то соответствующее решение уравнений не-
установившегося движения всегда может быть найдено, но 
обратное утверждение несправедливо: далеко не для всяких 
функций х и рассматриваемых как решение уравнений не-
установившегося движения, можно найти краевые условия, 
даже если эти функции непрерывны и имеют непрерывные 
производные всех порядков, в том числе смешанные. Это ясно 
из того, что далеко не всякая физически мыслимая форма 
кривой свободной поверхности потока осуществима путем воз-
действия на поток в тех его створах, в которых задаются 
краевые условия. 

2. Большинство обратных задач суть задачи некорректные, 
т. е. такие, в которых сколь угодно малые изменения началь-
ных данных могут повлечь за собой немалые изменения ре-
зультатов решения задачи. Рассмотрим следующую обратную 
задачу: по заданному решению уравнений неустановившегося 
движения (например, полученному экспериментально, путем 
замеров) и заданным краевым условиям требуется найти 
коэффициенты уравнений движения, т. е. морфометрические 
и гидрометрические характеристики русла. В решении соот-
ветствующей прямой задачи резко колеблющиеся по длине 
русла морфометрические характеристики сглаживаются и 
осредняются, причем результаты расчета неустановившегося 
движения практически не зависят от деталей этого сглажива-
ния и осреднения (по крайней мере в достаточно широких 
пределах), т. е. оказываются почти одинаковыми при доста-
точно большой разнице в локальных особенностях характери-
стик русла. Иными, словами, большой разнице в характери-
стиках русла соответствуют очень малые изменения в реше-
ниях уравнений движения и, наоборот, малым изменениям 
исходных данных, т. е. решений уравнений движения, соответ-
ствуют немалые изменения искомых характеристик. Некор-
ректные задачи приобретают смысл, если их решение подчи-
нено некоторым дополнительным требованиям, вытекающим 
не из самой задачи, а привносимым извне, например, выводи-
мым из тех или иных соображений о цели, с которой будет 
использоваться, решение задачи. Подробнее об этом будет ска-
зано в § 12. 

В гидрологии изучение обратных задач сейчас только на-
чинается и то, что будет изложено в данной главе следует 
рассматривать отнюдь не как развитую теорию обратных за-
дач, а лишь как самые первые шаги в этой области. 
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§ II. Оптимизационная задача и график попусков, 
обеспечивающий непревышение заданных пределов 

колебаний уровня в русле ниже водохранилища 

В различных случаях суточного и недельного регулирова-
ния речного стока приходится выяснять, какой график по-
пусков из водохранилища следует принять, если требуется, 
чтобы колебания уровня воды в реке ниже водохранилища 
происходили в заданных пределах. Иными словами, по огра-
ничениям, которым должно удовлетворять решение уравнений 
неустановившегося движения, нужно найти ограничения, ка-
кие следует наложить на краевые условия. 

На практике эта задача решается в настоящее время пу-
тем проб. Этот способ дает, конечно, правильные, но не исчер-
пывающие результаты: найдя тот или иной график попуска, 

удовлетворяющий требуемым ограничениям, нельзя утвер-
ждать, что не существует другого графика, который удовле-
творяя тем же ограничениям, является более совершенным с 
точки зрения той цели, с которой предпринимается попуск. 
Полное математическое решение данной задачи встречает 
очень серьезные трудности. Единственный способ их преодо-
ления, который может считаться реальным в настоящее время, 
состоит в том, чтобы поставить задачу в оптимизационном 
аспекте и использовать метод штрафных функций. 

Будем иметь в виду суточное регулирование стока водо-
хранилищем ГЭС, которая работает параллельно с тепловыми 
электростанциями. Необходимо найти такой график нагрузки 
ГЭС, чтобы были выполнены следующие требования: 

1) количество воды, пропущенной за время Т (например, 
за сутки) через турбины ГЭС, должно быть равно заданной 
величине V; 

2) колебания уровня нижнего бьефа не должны выходить 
за пределы полосы, ограниченной кривыми 1 и 2 на фиг. 12; 
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3) при соблюдении первых двух условий ГЭС и тепловые 
станции должны покрыть суммарный график нагрузки энер-
гетической системы с минимальными затратами денежных 
средств на топливо для тепловых электростанций (потери 
энергии в электрических сетях в данной работе, естественно, 
не учитываются). 

Первое из этих требований записывается так: 
h+'i 
j Q ( 0 , t) dt = V, (11.1) 

где Q(0, t) — расход в створе ГЭС при х=0. Третье требова-
ние математически формулируется следующим образом. Стои-
мость В топлива, расходуемого тепловыми станциями в еди-
ницу времени, есть функция суммарной нагрузки Р этих 
станций (предполагается, Что нагрузка Р распределяется ме-
жду тепловыми станциями наивыгоднейшим образом), т. е. 
В = В(Р). Нагрузка Р есть разность между нагрузкой систе-
мы S(£) и нагрузкой ГЭС N, которая определяется характе-
ристикой ГЭС как функция расхода ГЭС Q(0, t) и ее напора 
Н = а — Z ( 0 , t ) , где а — отметка уровня верхнего бьефа ГЭС, 
отсчитываемая от того же, уровня, от которого отсчитывается 
Z(0, t). . 

Таким образом, 

B = B[S(t) — 7V[Q(0, t), a — Z(0,t)]}. . /11.2) 

и третье требование записывается так: 
to+T 

/ J B{S(t) — A4Q(0 , t), a — Z (0, t)])dt — min, (11.3) 

Чтобы не отвлекаться в сторону вопросов, но имеющих 
прямого отношения к неустановившемуся движению в речном 
русле, будем предполагать, что ГЭС имеет водохранилище, 
допускающее не только суточное или недельное, но и . сезон-
ное или многолетнее регулирование речного стока и что по-
этому в пределах тех промежутков времени, какие приходится 
рассматривать при суточном регулировании, можно прене-
бречь изменениями наполнения водохранилища и считать 
а = const. 

Обратимся теперь ко второму требованию. Пусть АВ на 
фиг. 12 есть свободная поверхность потока при установив-
шемся режиме с расходом Q0, от которой оТсчитываются-
уровни Z неустановившегося режима. Обозначим через toi 
разности ординат кривой 1 и линии АВ, а -через сог разности 
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ординат кривой АВ и линии 2. Линия 3 есть линия средних 
уровней между линиями 1 и 2. Легко проверить, что 

Z(x, t) = Y [coj (х) — (о2 (л)] + w (л:, t). 

Метод штрафных функций заключается в том, что откло-
нение уровня воды в русле в любую сторону от линии 3 рас-
сматривается как денежный ущерб (штраф), выражающийся 
штрафной функцией R, равной ущербу в единицу времени в 
результате отклонения w от нуля на единице длины. Эту функ-
цию можно принять, например, в виде 

R — E^w: }2* = Е [Pl (*). + р 2 (х ) Z(*, t ) f , (11 -4) 

где E = const, к — достаточно большое натуральное чи<?ло, 

Pi (*) = 

ft С*) 

(Dl (х) — Щ (х) 

2" 
®1 (Х) + ®2 (X) 

Нетрудно видеть, что при таком выборе штрафной функ-
ции ущерб будет незначительным, пока свободная поверх-
ность потока находится в пределах полосы между кривыми 
1 и 2, и будет резко возрастать с выходом свободной поверх-
ности из этой полосы. При к ->оо ущерб будет равен нулю в 
полосе между кривыми / и 2 и будет возрастать до бесконеч-
ности при пересечении этих кривых кривою свободной поверх-
ности, Суммарный ущерб за время Т на участке реки дли-
ной L, для которого заданы краевые условия, будет равен 

t0+T L 

J j Rdxdt. 
<o 0 

Очевидно, что если мы найдем такую функцию Q(0, /), 
которая будет обеспечивать выполнение требования V 

t0+T 

J B{S{t) — N\Q(0, t), a — Z(0, t)))dt + ;;; 

s. ; л , - b J dl j R \x, Z (X, t}l dx = min, (11.5) 

ЙЗ 



а затем в полученном решении перейдем к пределу при к^-оо, 
то мы придем к решению поставленной задачи: кривая сво-
бодной поверхности при неустановившемся движении нигде 
не будет выходить за пределы полосы между кривыми / и 2 
(в противном случае фиктивные издержки возрастут до бес-
конечности) и при этом будет выполнено условие (11.3). 

Условие (11.5) заменяет краевое условие при х=0 для 
системы уравнений (1.23) и (1.25). Краевое условие при 
x = L имеет вид 

f[Q (L, t), Z{L, 0 ] = 0, (11.6) 

Что охватывает и условия при x = L, фигурировавшие в гл. III. 
Рассматриваемая задача есть частный случай общей за-

дачи минимизации интеграла 

когда функции u = u(x,t) и v — v(x, t) подчинены уравнениям 

(11.8) 

(11.9) 

(11.10) 

При этом предполагается, что функции t\ ф, г|з, f удовле-
творяют требуемым дальнейшими построениями условиям 
гладкости. В отношении F эти требования сводятся к суще-
ствованию частных производных по u(0,t) и о (0, t). Характе-
ристики электростанций имеют изломы и разрывы, поэтому в 
рассматриваемой нами задаче F не есть, строго говоря, глад-
кая функция. Но, как известно из энергетической литературы, 
эту трудность можно обойти, спрямляя определенным обра-
зом графики производных вблизи указанных особенностей. 
Этот прием является хотя и приближенным, но совершенно 
строгим. Принимая его, мы в дальнейшем будем обращаться 
с F как 'с функцией, имеющей производные при всех и ( 0 , 0 и 
v(0,t). 
94 . 

в частных производных: 

I , да ди dv dv\ п 
п - * ' й < а ? ' W v ' -W W / = ' 
. ( , ди ди dv dv \ п 
П-*' U И' Ж- W v- TV' иг) = ° 

и условиям 

J и(0, t)dt = V, f[u(L, f ) , v(L; t)] = 0. 
и 
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Разобьем интервал (О, L) на п равных частей и заменим 
уравнение (11.8) соответствующим ему уравнением в конеч-
ных разностях по Л: 

™ _ m I xi + xl-i 4. Щ + и1-1 щ — щ-1 1 (dut | dui_l \ 
Ф<—Ф{ § ».*' 2 ' ' 2 \ Ч Г + - Ч Г ) ' 

где _xt = г 4 (г = 1, . • •. п), 

ai = u(xi, t), vi = v(xi, t). 

Аналогичную операцию можно проделать и с уравнением 
(11.9), а интеграл по х в формуле (11.7) можно аппроксими-
ровать конечной суммой, и тогда рассматриваемая задача 
сведется к обычной вариационной задаче с неголономными 
связями. В этом случае условный экстремум функционала W 
достигается на тех же кривых, что и безусловный экстремум 
потенциала 

<о+т 
f F.dt, 
to 

где 

г-1 
n 

X (Xt — xr_ j) + pf (ия> •»„)' + 2 (x, — лгг-j) Т1гфг + 
г=1 

n 
— ^ . О С ^ + й-Ио, (11,12) 

г-1 

а Я, р, ( я , — ( X i — X i - \ ) t , i — неопределенные множители 
Лагранжа, зависящие, вообще говоря, от t. 

Чтобы получить решение первоначальной задачи, нужно 
в формуле (11.12) перейти к пределу при я-> оо. Таким обра-
зом, дело сводится к отысканию безусловного экстремума 
функционала 

t„+T 
[ Ф Л , 

А> 
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где „ 

Ф = Нт/?. = /:,[Л «(О, t), в (О, 0] + 
и-»оэ 

L • 
+ j' R[x, v(x, t)\dx + ku(0, 0 + 

0 

L 

-fP f\u (L, t), v(L, t)\ -f- J Т](х, 
о 

^ / « « O X 
0 

. , , , , да ди dv dv V , < Qs 
•X1>C*. и U, г», (11.-13) 

Найдем первую вариацию ЭТОГО функционала. Если вариа-
ции и и и суть б и и dv, то с точностью до малых высших по-
рядков будем иметь (их , щ, vx, vt — частные производные о'т и 
И V ПО X и t) 

+ « в , <) + р[ж«"(£. <> n\}it + 

+ 7 } £ * < х « + 7 j 

+ Z 6 - + 1 > + + £ t e < ) d x d t + • 

Освободимся от вариаций производных бих и т. д. Имеем 

h L . ' >• 
! j n ^ b u x d x d t = \ d t j ^ . ^ d x -
to 0 • t о 0 . . . • . : • 

h+T L 
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Остальные члены формулы (11.14) преобразуются совер-
шенно аналогично. В результате получим 

и+т 
• ~ " -

б W. dt dF 

Х 6 ^ ( 0 , t ) 4 -

ди 

X Ьи (О, t) + 

д! 

- ^ - Ч - С дих
 1 дих и 

X 

ж - ! 1 1 

£ + * 
д и , 

4 

+ [ч ж - ж S —ш Ь + 
(11.15) 

Рассмотрим два случая. 
1. Задача с начальными условиями, т. е. с заданными 

функциями u(x,t0) и v ( x , t 0 ) . В этом случае б u(x,t0) = 
= 6f (х, to) — 0 и условия реализации экстремума функционала 

т. е. удовлетворения равенства = заключаются в 
удовлетворении дифференциальных уравнений: 
n iSE. _ 6 (п \ д (п дч> \ л -

( и л е ) 

л р д _ ( J _ ( n 

dw ~>"~ 1 дх \ 1 dvx) dt \ 1 dvt j"1" 

dv <
П Л 7

> 

и краевых условии: 
1 З а к . 946 97 



а) при х — 0 
d F , * <5ф у dlb л д Р «Зф » <5ф п / 1 1 1 о \ 

б) при x = L 

n ^ + ^ + t ^ - f t . (11.19) 

или после исключения множителя |3, который не входит ни в 
какие условия и уравнения, кроме (11.19), 

о1-20» 
в) при t=t0 + T 

+ <»'21> 
2. Задача с условиями периодичности и(х, t0) =и(х, t0 + T), 

v(x, to)=v(x,to + T). В этом случае 8и(х, t0) =Ьи(х, t0+T), 
6v(x,t0)=8v(x,t0+T), условия реализации экстремума W*.* 
заключаются также в удовлетворении уравнений (11.16) и 
(11.17) и краевых условий (11.18) и (11.20), но вместо усло-
вий (11.21) теперь будут условия: 

Г1 ди, + ди, Г ди, ^ ди, j,_(o+r' 

Если функции ф и г[з периодичны по t. с периодом Т (или, 
в частности, не зависят явно от t )—а задача с условиями 
периодичности корректна только в этом случае,— то эти усло-
вия выполняются автоматически как следствие периодичности 
функций г] и £ по t с периодом Т, 

Вернемся к конкретным условиям рассматриваемой за-
дачи. Из формул (1.23) и (1.25) имеем: 

дх + gF dt > дх — 

Так как ограничения, как правило, бывают достаточно 
жесткими, т. е. допускают только достаточно малые колеба-
ния уровня нижнего бьефа ГЭС (по сравнению с его глуби-
ной), то уравнения (11.22) и (11.23) обычно можно линеари-
зовать. Именно этим случаем мы для простоты и ограни-
чимся, причем будем иметь в виду задачу с условиями перио-
дичности. За Qo примем средний за период Т расход ГЭС 
Q 0 = F / r , а за линию АВ на фиг. 12 — свободную поверхность 
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установившегося режима при расходе Qq. Результат линеари-
зации уравнений (11.22) и (11.23) здесь удобно записать не 
в безразмерной форме, как в гл. III, а в виде: 

(AQ К'О \ 2QN DAQ 1 д AQ dZ 
Ф = 2 / U — ^ • J L + . = о, Т \ Qo к*о / о-* 1 g^o ^ 1 дх . 

, дДф . D dZ „ 

или, возвращаясь к прежнему обозначению Q = Qo + AQ, 
( Q К'П „ \ 2Q DQ 

Уравнения (11.16) и (11.17) будут соответственно: 

— ^ L ^ n i 9 т 
Qo 1 gF0 " дх gF0' dt 

+ = = г ( 1 1 - - 2 7 ) 

а краевые условия (11.18) и (11.20) приобретают соответ-
ственно вид: 

а) при х = 0 
b — {I — D? = 0, 6/>+г] = 0, 

г д е q = dQ(0,t)/dN, p = dN/dH, b = dBjdP, 
б) при a:=L (функция f принята линейной) 

Наряду с уравнениями (11.26) и (11.27) и перечисленными 
краевыми условиями должны, разумеется, удовлетворяться 
условие (11.1), уравнения (11.24) и (11.25), а также условия 
периодичности Q(x, t0) = Q(x, t0 + T), Z(x,t0)=Z(x,t0 + T). По-
следние соответствуют периодическому повторению от суток к 
суткам или от недели к неделе одного и того же графика на-
грузки системы. 

Заметим, что как в задаче с начальными условиями, так 
и в задаче с условиями периодичности Х = const. Нужно отме-
тить, что затруднения в использовании этого решения для 
оперативных целей вызываются не только громоздкостью чис-
ленного решения системы уравнений (11.1), (11.2), (11.22), 
(11.23), но и трудностью задания начальных условий — мгно-
венного профиля свободной поверхности и мгновенного рас-
пределения расходов по длине бьефа в начальный момент t0. 
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Этим еще'более усиливается практическое значение периоди-
ческих решений, не требующих задания начальных условий 
по длине бьефа. 

Переход к пределу при и - > о о в формулЪ (11.4) приводит 
к неопределенности в (11.27). Теоретически рассуждая, этот 
переход должен быть сделан не в уравнениях задачи, а в их 
решении. Однако, поскольку последнее возможно только в 
числах, то не остается ничего другого, как просто Принять 
для х достаточно большое значение, например, и==4. 

Рассмотрим периодический случай, применяя для этого 
метод Бубнова — Галеркина. За Q0 примем средний за. пе-
риод Т расход ГЭС. Так как средний за период расход оди-
наков во всех створах нижнего бьефа, то расход Q(s, т) в лю-
бом створе может быть представлен двойным рядом 

оо со 

= 1 + S 2 (с}к cos 2 я А + djk sin 2я/т) % (5). (11.28) 0 ' j=1 k~0 
А так как уравнения (11.24) и (11.25) линейны, то пред-

ставление аналогичным рядом уровней Z(s, т), в соответствии 
с § 8, не будет содержать нулевой гармоники 

со- со 
z = 2 S (яjk cos 2 я j x + bjk sin 2njx) (s). (11.29) 

j+iо 
В формулах (11.28) и (1.1.29) по-прежнему s = x/L,. x=t/T. 

Условия периодичности при таком представлении Q и Z вы-
полняются автоматически. Подставляя Q и Z из формул 
(11.28) и (11.29) в (11.24) и (11.25) и приравнивая нулю 
коэффициенты при гармониках, получим: 

VI К'о \ ' * 
2 | К * + w - i d а w % ( s ) + 

оо I , 

2 i K * 
4=0 

+ ^ М » (S)} = о, (11.32) 
й = 0 

I ; { ^ (5) - (5) j = о. (11.зз) 
к-О 

2яу /С 0 " \ 
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Условие (11.6) при линейной функции f дает точно так же 
ОО 0 0 

^{c)t-Daik)^(l)==0, h(djk-Dbjk)%( 1) = 0. (11.34) 
fc«=o fe = о 

При этом в формулах (11.30) — (11.34) индекс / пробегает 
значения / = 1 , 2 , 

Положим далее Ф = £ — Я. Тогда, учитывая, что X—const, 
можно придать уравнениям (11.26), (11.27) и краевым усло-
виям при s —0 такой вид: 

Q o gF о dx gF 0 dt 

K' dri dft 
+ + = О 1 " 3 6 ) 

b-\-bq = 0, bp+i) = 0 (s = 0). (11.37) 

Таким образом, в данном случае неизвестная % исключена. 
Положим далее 

оо со 
1 = 2 И (aJlt cos 2 я j x + sin 2 я / г ) ф (s), (11.38) 

jr=0 ft = 0 
оо со 

^ = 2 2 {yjk COS 2njx + 6 j k sin 2кjx) ib (s). (11.39) 
j = 0 £ = 0 

Из уравнения (11.35) при этом получается 
со 

£ { 2 - W ) (5) - т ( ж + ^ Vfe ( s ) } = 
й = 0 

j = О, 1, 2, .... (11.40) 

оо 

fc-1 
- ^ Ж ^ + М ^ Н 0 ' У = 1. 2, . . . (11.41) 

Условие же г)(1, т) =/>&(1, т) дает 
оо 
2 («х;й - (1) = о, у = 0, 1 , 2 , . . . (11.42) 
й-0 

2 (Рд - Ф* (1) = 0, у = 1 , 2 , . . . (11.43) 
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Умножая уравнения (11.30) — (11.33), (11.40) и (11.41) на 
tpi(s) и интегрируя в пределах получим, предпола-
гая, что система функций i|)0, ipi, . . . ортонормирована; 

2л j К'о 1 v, /2 q \ 
2 1 + JFJ а ' 1 ^ + ^ J = С1 1 -44) k=o 

2 nj К'о 1 /2Q„ \ 

* fe = 0 
• со 

, ъп + Т S = С11 -46) 
й = 0 
со 

^Т2-аJ' —т S = 1 -47) 
ft = 0 

со 
а « + = (11-48) 

/? = 0 
со 

+ = (11.49) 
А = 0 

При этом в формуле (11.48) / = 0, 1, 2, . . . , в остальных 
уравнениях / = 1 , 2, . . . и 

1 

<*«= (11 -50) 
о 

Уравнения (11.34), (11.39) — (11.46) суть уравнения линей-
ной части системы. Они не приближенны, а совершенно точны 
до тех пор, пока бесконечные ряды (11.28), (11.29), (11.38) и 
(11.39) не заменяются конечными рядами. 

Обратимся теперь к нелинейной части — уравнению (11.36) 
и краевым условиям (11.37). Имеем 

b = b{P) = b{S{t)-N[Q(0, t), а — Z(0, *)]Ь 

или сокращенно 
b = b[т, Q(0, т), Z(0, т)], 

и аналогично 
<7 = <?[Q(0, т), Z(0, т)], /» = /?[Q(0, t), Z t 

Теперь условия (11.37) записываются так: 
6[т, Q (0, т), Z(0, т)] + Ф(0, т) ^ [Q (0, т), Z(0, т)]—0, (11.51) 
b[x% Q(0, т), Z(0, T)]/>fQ(0, т), 2 (0 , T)] + ti(0, т) = 0. (11.52) 
1Q2 



Ограничимся в рядах (11.28), (11.29), (11.38) и (11.39) 
гармониками по га-ю включительно и представляющими функ-
циями г|)ь по т-ю. Подставим после этого Z, rj и из этих 
рядов в формулу (11.36) и потребуем ортогональности его ле-
вой части к представляющим функциям, получим: 

К о j 1 чгч 
2 1 C I j i 4 — т ~ ьп+TZi = к=0 

1 1-

= 2 J J Г (s, Z) cos 2я/г% (s) dx ds, (11.53) 
0 0 

о / K'*o о I 1 V 
2 7 T y j i + T = * k = 0 

1 1 

= 2 J J r(s, Z)sin2njx^l(s)dxds. (11.54) 
0 0 

Требование ортогональности результата подстановки Z, Q, 
ft, Т] в формулы (11.51) и (11.52) к COS2TC/T и s in2n / T дает 
уравнения: 

1 
/ b[x, Q(0, т), Z ( 0 , т)] c o s 2 n j x d x - \ -

0 
i 

+ J-&(0, T)<7[Q(0, T) , Z(0, x)]cos2njxdx = 0, (11.55) 
о 

1 
j b\x, Q (0, x), Z(0, т)| sin 2я/т dx-\-
0 

1 
+ Jft(0, t) q [Q (0, t), Z(0, T)] sin 2я jx dx = 0, (11.56) 

о . 
l 

2 j b\x, Q (0, T), Z(0, r)j p[Q( 0, т), Z(0, т)] cos 2я/т dx -f-
0 

m 
+ S « ; A ( 0 ) = 0 , (11.57) 

k = 0 
I 

2 J 6 [t, Q (0, t), Z(0, т)] p [Q (0, t), Z(0, т)] sin2rc/ctfT + 
0 

• m 

H S P ; A ( 0 ) = 0. (11.58) . к -0 
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При этом в уравнениях (11.55) и (11.57) /' = 0, 1, . . . , п, а в 
(11.56) и (11.58) / = 1 , •••> В уравнениях (11.53) —(11.58) 

Z = 2 2 c o s + fy/г sin 2л/т) ipft (s), 

1=1 k=Q 

® = 2 2 (V/fi cos 2 л/т + 6lk sin 2jt/t) (s). 7 П f, П 

Теперь нами получены все необходимые уравнения. 
Нетрудно подсчитать, что общее число неизвестных коэф-

фициентов и имеющихся уравнений будет следующим: 

Коэффициент Уравнение 

обозначе-
ние число характеристика номер число 

aik n(m-1- 1) 1. Русло 
ЪЩ n (m-j- 1) Линейные уравне- (11.44) п (т + 1 ) 

ния 
4k n(m-\-1) (11.45) п(т -h i ) 
diu n (m -j- 1) (11 .46) я (те -Ь } ) 
4k ( n + l ) ( m + l) (11 .47) л (т -h i ) 
Р » n (m -)- 1) (11.48) (л +1)- ( /п + 1) 
Уlk • ( n + l ) (m + 1) (11.49) я (m -f- 1) 

л ( m - f l ) Нелинейные урав- (11.53) (n + l ) ( m + l) 
нения (11.54) л {т + 1 ) 

2. Краевые условия 
2л при s = l (линей- (11.34) 2л 

ные) (11.42) л + 1 
(11.43) я 

Всего: 3. Краевые условия (11.55) л + 1 
2(4« + l ) ( m - M ) при s = 0 (нели- (11.56) л 

нейные) (11.57) л + 1 
(11.58) п 

Всего: 2 (4л - f 1) (m - f 1) + 8 л + 3 

Таким образом, лишних уравнений оказывается 8п + 3. На 
это количество необходимо уменьшить число линейных урав-
нений русла за счет отбрасывания (по возможности одинако-
вого под каждым номером) уравнений с высшими значениями 
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индексов i и j. Тогда этих уравнений останется (6n + 1 ) (т + 1 ) — 
— 8 л — 3 . 

Точность расчета повышается с увеличением чисел т и п. 
Эти числа определяются возможностями стандартной про-
граммы для решения системы линейных уравнений, к кото-
рому сводятся последовательные итерации при вычислении 
неизвестных коэффициентов. Порядок этой системы равен 
числу неизвестных коэффициентов, т. е. 2(4га+ 1) ( т + 1). Если 
стандартная программа допускает решение системы поряд-
ка N, то числа тип суть наибольшие целые числа, удо- _ 
влетворяющие неравенству 

2 ( 4 t t + l ) ( m + l ) < 7 V . 

Для машины М-20 в настоящее время имеется стандарт-
ная программа для. W—114. При этом TV возможны следую-
щие комбинации: 

п т 2(4л + 1)(т+1) 

2 5 108 
3 3 1 0 4 
4 2 102 

В задачах предыдущей главы, при том же числе членов 
разложения, число неизвестных коэффициентов меньше, чем 
в данном случае примерно в 2 раза для периодического режи-
ма и в 4 раза для Движения волн паводков. Поэтому нет не-
обходимости в том, чтобы, не увеличивая N, увеличить число 
членов разложения. Здесь же такая необходимость может 
возникнуть. Для увеличения чисел т и п в рамках той же 
стандартной программы можно применить следующий прием. 
Разделим все уравнения на две части: в первую из них вклю-
чим (Ап+\) (т+\) линейных уравнений русла, а во вторую — 
остальные ( 4 п + \ ) ( т + 1 ) уравнений. Первая часть уравнений 
позволит выразить ( 4 n + l ) ( т + 1 ) неизвестных коэффициентов 
(любых) в виде линейных функций от остальных ( 4 п + 1 ) Х 
Х ( т + 1 ) коэффициентов. Для этого придется решить систему 
(Ап+\) (т+1) линейных уравнений только один раз для ка-
ждого. значения Q0- Исключая эти ( 4 n + l ) ( m + l ) коэффи-
циентов из второй части уравнений, мы придем к системе 
( 4 n + l ) ( m + l ) уравнений с таким же количеством'неизвест-
ных, среди которых будет (2п+1) (т+1) +4ге + 2 нелинейных. 
Эту систему надо решать уже с помощью итераций. Теперь 
получается следующая таблица (при ЛА= 114): 
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п т (4л+1)(т+1) 

2 11 108 
3 7 104 
4 5 102 
5 4 105 
6 3 100 

Этот прием можно развить и решить систему не в два, а 
в большее число приемов. Можно, например, выделить все 
линейные уравнения и затем, разбив их на несколько групп, 
последовательно исключить все неизвестные коэффициенты, 
кроме (2п + 1) (т + 1) +4ге + 2, по числу нелинейных уравне-
ний. Тогда придется решать итерациями только нелинейные 
уравнения и соответствующая таблица будет: 

/ 

п т (2/Н-1) ( т + 1 ) + 4л + 2 

4 10 109 
5 8 111 
6 6 105 
7 5 106 
8 4 103 

В этом. последнем случае можно получить хорошую точ-
ность не только для суточного, но и для недельного цикла. 

Расписывать подробно все эти операции и составлять урав-
нения для поправок имеет смысл только при конкретном про-
граммировании и не в обычных символах, а в операторах 
программы. Мы не будем здесь останавливаться на этих во-
просах, излагаемых в руководствах по вычислительной мате-
матике. 

Выбор исходного приближения можно осуществить, на-
пример, так. Распределим нагрузку системы между тепловы-
ми станциями и ГЭС без учета колебаний уровней нижнего 
бьефа. Это—1 тривиальная задача, она хорошо описана в энер-
гетической литературе. По полученному при этом графику рас-
ходов ГЭС можно рассчитать периодический режим нижнего 
бьефа по линейным уравнениям без учета ограничений. Это 
даст исходное приближение для коэффициентов а т ,Ьт , с№, dm, 
если, конечно, полученный при этом режим не сопровождается 
сильными нарушениями ограничений. Если же имеются боль-
шие нарушения, расчет надо повторить, несколько выровняв 
(на глаз) график расходов ГЭС. В качестве исходных при-
ближений можно принять, что т) = 0, a #(s , т) = const и имеет 
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то значение, какое получится для О(0, т) в расчете без учета 
колебаний уровня нижнего бьефа (это значение постоянно). 

Изложенное здесь решение задачи, основывающееся на 
идеях вариационного исчисления, применимо, конечно,^ в том 
случае, когда уравнения Сен-Венана не линеаризуются. Од-
нако, когда эта линеаризация допустима, возможен иной путь, 
не связанный с идеями вариационного исчисления. 

Пусть краевые условия заданы в створе ГЭС, т. е. при 
х=0, в виде требования (1L5) а при х = оо Z(oо,т)=0, 
Q(оо, т ) = Q0. За L в данном случае можно принять некото-
рую длину, на которой неустановившееся движение заметно 
затухает (например, определенную из наблюдений). Движе-
ние опять будем считать периодическим с периодом Т и бу-
дем рассматривать его в безразмерных независимых пере-
м е н н ы х s = x/L, x=t/T. 

Здесь удобно (хотя и не обязательно) положить: 

Z {s, x) = Z (0, т) г|50 (s) 4 - v (s, т), (11.59) 

Q(s, t) = Q 0 4 [ Q ( 0 , т). —Q 0 ]4> 0 ( s )4-a(s , т), 4 (11.60) 

где г|)о (s) — некоторая функция, равная единице при s = 0 и 
равная нулю при s = oо. Краевые условия для функций v(s, т) 
и u(s,x) суть 

v (0, x) — v (оо, х) — и (0, х) — и (оо, т) = 0. 

Эти условия будут удовлетворены, если положить 
п m 

v(s, т)=2 'El(ajkcos2njx-\-bjbSm2njx)tyk(s), (11.61) 
j=1 i=l 
n m 

U(s, T ) = 2 2 (c cos 2njx + dib sin 2к jx)tyk{s), ( 1 1 . 6 2 ) 

n 
Z(0, x ) = 2 {AjCOs2njx-\-Bj sm2njx), ( 1 1 . 6 3 ) 

П 
Q = QoH~ 2 (Gj cos 2njx-\-Dj s in2n/r) (11.64) 

i-i 
и принять i(Pft(s) =sklu(s), где lh — функция Лягерра. Подста-
вим после этого Z и Q из (11.59) и (11.60) в (11.24) и (11.25). 
Будем считать, что коэффициенты Aj, Bh С], Dj известны. 
Уравнения (11.24) и (11.25) решим методом Бубнова — Га-
леркина. В результате мы получим 4 т п линейных .уравнения, 
связывающих 4тп коэффициента ajk, bjk, Cjk, djk и 4n коэф-
фициента Aj, Bj,.Cj, Dj. Но применяя метод Бубнова — Галер-
кина, можно, по его идее, требовать ортогональности резуль-
тата подстановки Z и Q в левые части уравнений (11.24) и 

1Q7 



(11.25) по отношению не к т, а к т + 1 функциям ipi, . . . if>m, 
ijjm+i и тогда мы получим не 4 тп, а 4тп+4п уравнений. Из 
этих уравнений отбросим 2п, отвечающих индексу т + 1 и 
высшим значениям индекса /. Из оставшихся 4mti+2n урав-
нений можно выразить коэффициенты а^, Cjk, djh, Aj, Bj 
через 2n коэффициентов Cj, Dj. Эти последние — единствен-
ные коэффициенты, которыми можно управлять непосред-
ственно, изменяя график попуска через турбины. Тогда после 
подстановки Z и Q из уравнений (11.59) — (11.64) в (11.5) ле-
вая часть этого выражения также окажется функцией только 
коэффициентов Cj и Dj, которые нужно подобрать так, чтобы 
было выполнено требование (11.5). 

Таким образом, задача свелась к отысканию минимума 
функции 2п переменных Cj и Dj, которое может быть выпол-
нено любым из методов, применяемых для этой цели в вы-
числительной математике. 

§ 12. Об определении исходных характеристик русла 

Расчет волнового режима требует предварительного зада-
ния характеристик русла, т. е. функций Х0, Xi, Xz, j.io, jxi, vo, vi 
в уравнениях § 7, 8, 9. Если известны такие характеристики 
русла, как F, В, К, то построение указанных функций сво-
дится к подбору таких коэффициентов в аппроксимирующих 
выражениях: 

А, = Я,0 —|— Z -f- X2Z2, (х = [х0 -)- [ijZ, 
v = v0 + v1Z, 

которые давали бы наилучшее (например, в смысле способа 
наименьших квадратов) приближение к кривым X(Z), p,(Z), 
v(Z) для различных створов. По этим данным нетрудно по-
строить искомые графики зависимости Хо, Xi, Х%, цо> j-t-i, vo, vj 
от s. 

Однако вопрос о том, что именно представляют собой ха-
рактеристики F, В, К для речного русла неправильной фор-
мы, не так прост, как кажется с первого взгляда, если, ко-
нечно, не иметь в виду только искусственные каналы или 
гидрометрические створы, специально выбираемые на таких 
участках реки, где русло близко к призматическому. Этот во-
прос, связанный с выводом уравнений движения потока в русле 
неправильной формы, не может быть решен вполне строго 
из-за того, что гидравлическая идеализация для таких русел 
более груба, чем для русел с плоскостью симметрии, течение 
в которых обладает значительно меньшим количеством осо-
бенностей, не охватываемых гидравлической идеализацией. 
В главе I на форму русла было наложено ограничение, со-
стоявшее в том, что русло имеет вертикальную плоскость 
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симметрии. В таких руслах динамическая ось потока и линия 
центров тяжести сечений лежат в указанной плоскости симмет-
рии. В дальнейшем уравнения, полученные для симметричных 
русел, переносились, без специальных оговорок, на речные 
русла неправильной формы (в тех случаях, когда не учиты-
валось влияние кривизны струй в вертикальной плоскости). 
Такой перенос означает прежде всего, что не учитывается 
также и влияние кривизны струй в горизонтальной плоскости. 
Однако не учитывается еще и другое обстоятельство, суще-
ственное для рассматриваемого вопроса. 

Рассмотрим русло, образованное движением некоторой 
симметричной кривой (образующей, см. фиг. 1) по другой 
кривой (направляющей) так, что плоскость образующей 
всегда нормальна к напоавляю-

скользит по направ 
При этом предполагается, что 
радиус кривизны направляю- Фиг. 13. Фарватер и динамическая 
щей всегда больше, чем В/2, ось в русле с симметричной не-
Если динамическая ось потока именной по длине формой русла, 
в таком русле лежала бы на 
поверхности описываемой осью симметрии образующей (в 
плане — линия АВ на фиг. 13, т. е. фарватер), то, очевидно, 
распространяя на такой поток уравнения, выведенные для 
потока с вертикальной плоскостью симметрии без членов, за-
висящих от кривизны линий тока осредненных скоростей, мы 
не сделаем ошибки ни в уравнении неразрывности, ни в ди-
намическом уравнении. Справедливость этого утверждения в 
пределах, в которых приемлемы предположения об отсутствии 
влияния сил, вызываемых кривизной струй, и о горизонталь-
ности сечения свободной поверхности потока плоскостью об-
разующей, вытекает из теорем Гульдена об объеме и поверх-
ности тел вращения. Течение в таком русле будет (в пределах 
действия указанных предположений) таким же, каким оно 
было бы в русле той же длины и уклона с направляющей, 
расположенной в вертикальной плоскости. 

Но в действительности динамическая ось потока не лежит 
на поверхности, образуемой осью симметрии образующей, она 
отклоняется в сторону вогнутого берега (линия CD на фиг. 13). 
Поэтому возникает вопрос, как правильнее отсчитывать дли-
ны — по линии АВ или по линии CD, а значит и определять 
сечение потока, которое должно быть нормально к линии от-
счета длин. В случае правильного русла результаты расчета 
мало зависят от того, какой из этих линий отдать предпо-
чтение. 

щей, ось симметрии с 
щей всегда лежит в ве] 
ной плоскости, а 
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С переходом к речным руслам, которые всегда имеют не-
правильную форму, также надо отсчитывать длины по линии 
фарватера. Однако здесь возникает осложнение: если в русле 
с неизменяющимся по длине сечением выпуклой формы ли-
ния фарватера всегда достаточно точно определяет направле-
ние течения, то в руслах неправильной формы такого поло-
жения может не быть. В реках с широкими поймами стре-
жень и фарватер в межень направлены в общем одинаково 
(фиг. 14, линия 1), в паводок же фарватер остается преж-
ним (если пренебречь деформациями русла), а стрежень (ли-

ния 2) сильно спрямляется. По-
этому если в паводок отсчиты-
вать расстояния по фарватеру, 
а сечения брать нормально к 
стрежню, не внося при этом 
никаких поправок в получаю-
щиеся таким путем характери-
стики русла, то мы рискуем 
получить преувеличение русло-
вых емкостей, и как следствие, 
неправильный результат. Дело 
осложняется тем, что очерта-

ния линии стрежня при различных наполнениях русла раз-
личны, следовательно, будет различна и поправка для ликви-
дации указанного эффекта. 

Рассмотрим два варианта описания паводка уравнениями 
гидравлической идеализации: 

1) когда расстояния отмеряются по стрежню, 

, ^ , 1 .Nh 
K-l g ' дхе £ ' dte ' 

dQc dFc = 0 . 
dxc ' dtc ' -

2) когда расстояния отмеряются по фарватеру, 

0ф_ , Цф ^ Ф ^ Ф 
*Ф -g ' дхс^~ g ' ' 
<?С?Ф ДРФ = 

дхф dt,^ ' 

Каждому из этих вариантов соответствуют свои характе-
ристики русла. 

. Второй вариант можно рассматривать как модель первого, 
выполненную с искажением масштаба, т. е. так, что продоль-

* 

Фиг. 14. Фарватер и стрежень в 
речном русле. 

1 — меженное русло, 2 — линия стрежня 
в паводок, 3, 4 —границы пойменного 

русла. 

дН„ 
дх„ 

dH,h 

дхл, 
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ный масштаб не равен масштабу в плоскости поперечного 
сечения. Для этого положим: 

»Ф = Р Л <?Ф = PqQC ^ = 

Р<2 

1ф= =Рг гс> ^ф — Р / с 

где р — масштабные коэффициенты. Подставляя эти значения 
в уравнения второго варианта, получим: 

' РА • дНс _ Qc P2
q Uc dUz dUe 

Pн <4 p„p2. ' K\ ' ' g dxQ p(p„ ' dte ' 

dQ^ , М я dFc _ 0 

•<4 ^ ' К 

Для подобия нужно, чтобы эти уравнения совпали с урав-
нениями первого варианта, т. е. чтобы было 

P.fPjr _ РдгР Q _ Pq = PxPQ ^ РлгРя ^ 1 
Ря PtfPtf Ря Р<Рд Р/Р<Э 

/ 

Так как расходы и наполнения русла в обоих- вариантах 
одинаковы, то PQ = PH=1 и, следовательно, 

Р №х __ Р* -_. Рж _ | 
1 Ря РАГ Р/ 

или 
(:!,: = 1/Р„ Р, = Р„ = 

Первые два соотношения указывают автоматически полу-
чающиеся масштабы уклона и времени: для более длинного 
русла время течет быстрее, чем для более короткого, ибо одни 
и те же явления в соответственных сечениях обоих вариантов 
наступают одновременно. Последнее же из этих соотношений 
указывает, что для соблюдения тождественности протекания 
процессов при переходе от одного варианта к другому факти-
ческую пропускную способность русла нужно изменить в 
VVx раз. 

Определение масштабного коэффициента рх нужно произ-
водить по участкам (лучше всего скользящим вдоль линии 
стрежня), для различных наполнений русла, что дает возмож-
ность построить исправленные кривые пропускной способно-
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сти К. Как видим, для других характеристик русла поправок 
не получается. 

Разумеется, все описанное построение содержит в себе 
элемент неопределенности, связанный с тем, что линия стержня 
никогда не бывает точно изв'естна, и ее приходится наносить 
несколько условно, сообразуясь с очертанием пойменного 
русла. Но эта неопределенность в рамках гидравлической 
идеализации совершенно неизбежна. 

В услрвиях проектирования характеристики русла могут 
быть найдены только из топографических и гидрометрических 
изыскательских данных. 

Для эксплуатирующейся ГЭС данные изысканий могут 
быть сильно устаревшими или их может вовсе не оказаться, 
а производство новых изысканий является трудоемкой, до-
рогостоящей и не всегда выполнимой операцией. Это объяс-
няется тем, что гидрометрические методы построения кривых 
связи уровней с расходами, по которым строятся кривые про-
пускной способности русла К, предполагают выполнение из-
мерений в условиях установившегося режима, которого в 
нижнем бьефе эксплуатирующейся ГЭС практически никогда 
не бывает и который может быть создан только искусствен-
ным переводом ГЭС в базис графика нагрузки на все время 
производства измерений. Все это заставляет искать иных пу-
тей определения исходных характеристик. Кроме того, нужно 
иметь в виду, что косвенные пути могут оказаться предпочти-
тельнее, ибо определение исходных характеристик из мате-
риалов изысканий далеко не так надежно, как это принято 
думать. Дело в том, что уравнения Сен-Венана- не учитывают 
наличия в естественном русле ветвлений на рукава, наличия 
застойных зон и зон обратных течений и аккумулирующего 
влияния пойм, связанного с гидрогеологической структурой и 
проявляющегося в аккумуляции части воды грунтом поймы 
при подъеме уровня и возврате этой воды в русло при спаде 
с некоторым отставанием от падения уровня. Геометрические 
характеристики речного русла (площадь сечения, ширина 
зеркала и т. д.) обычно очень резко колеблются по длине 
русла, и учесть все эти изменения в расчетах технически не-
возможно, поэтому геометрические характеристики неизбеж-
но осредняются по тем или иным правилам, вытекающим не 
из существа дела, а из общих соображений, в конечном счете 
не очень обоснованных. 

Исходные топографические и гидрометрические данные по 
руслу приурочены к определенному периоду выполнения изы-
скательских работ и не учитывают последующих деформаций 
русла, которые могут быть значительными. Гидрометрические 
данные по руслу представляются кривыми связи горизонтов 
с расходами, приуроченными к установившемуся режиму. Ме-
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жду тем сопротивления русла в установившемся и неустано-
вившемся режимах, вообще говоря, различны, и поэтому 
использование в расчетах нестационарных режимов кривых 
связи, относящихся к установившимся режимам, вносит опре-
деленные ошибки в результат. Для зимних же условий, когда 
река покрыта льдом, кривые связи вообще не могут быть по-
строены с необходимой надежностью. 

Можно принять гипотезу — влияние всех этих факторов 
может быть учтено надлежащим изменением коэффициентов 
уравнений Сен-Венана. Поскольку внести соответствующие 
коррективы в коэффициенты уравнений Сен-Венана расчет-
ным путем, очевидно, невозможно, то остается только один 
путь — экспериментальный, заключающийся в определении 
этих коэффициентов на основании непосредственных замеров 
какого-либо определенного неустановившегося режима в на-
туре. При таком способе влияние всех перечисленных факто-
ров на обобщенные характеристики русла учитывается авто-
матически, а необходимые полевые работы оказываются го-
раздо более простыми и требующими во много раз меньше 
времени, сил и средств, чем обычные изыскательские работы. 
Последнее особенно важно для расчета паводков, охватываю-
щих речные участки очень большой протяженности. 

Но значение рассматриваемой задачи не ограничивается 
только указанной ситуацией. Она представляет значительный 
интерес и как средство оценки тех предположений, которые 
принимаются при вычислении характеристик русла из топо-
графических и гидрометрических материалов, где есть много 
неясных моментов, таких, например, как определение линии 
стрежня, о чем уже говорилось. 

Излагаемое ниже никак не претендует на полное решение 
проблемы определения характеристик русла из наблюдений 
над неустановившимся режимом и должно рассматриваться 
лишь как характеристика возможного пути подхода к ее ре-
шению. 

Напишем уравнения (7.17) и (7.18), причем будем прене-
брегать для простоты инерционными членами 

r)h 
Хх (s) h + 2l0 (s) а + ~ + Х2 (s) / z 2 + 2 ^ (s) hu+X0{s) и2 = 0, (12.1) 

ди . , ч dh , , . , dh /,,-. г,ч 
+ + (12.2) 

Пусть на основании непосредственных измерений колеба-
ний уровня по длине L бьефа за время Т получена функция 
h(s, т) в виде семейства кривых, или в виде таблиц, или, на-
конец, в виде аналитической аппроксимации, а также функ-
ция и (0, т). Требуется по этим данным определить коэффи-
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циенты Ло, Ль Л 2 , vo, v4 уравнений (12.1) и (12.2). Из уравне-
ния (12.2) имеем 

S 

u(s,-T) = u ( 0 , - r ) - J К ( l ) + v,(l)k(l, X)} dh£ т) dl. (12.3) 
о 

Обозначим через Ф результат подстановки u(s, т) из фор-
мулы (12.3) в левую часть (12.1) 

Ф = A,1(s)A(s, t ) + X2(5)A2(S, Т ) + + 2[X0(s) + 

r * 1 
+ Л, (s) h (iу, т)] и (0, t ) - J [v0 (I) + V, (/) А (I, т)] dl + 

1 О J 
Г i • |2 

+ Л0(5) и (О, т ) - | [v0(/) + V,(/)A(/. : (12.4) 
I о J 

Если и (0, г) и h(s, т) заданы экспериментально, то Ф не 
будет тождественным нулем ни при каких Ло, Л ь Л2 , vo, vi. По-
этому эти функции следует выбрать так, чтобы функция Ф 
как можно меньше уклонялась от нуля в том или ином смысле. 
Наиболее простые результаты получаются, если требовать 
наименьшего уклонения от нуля в смысле способа наимень-
ших квадратов, т. е. если выдвинуть требование 

1 1 
/== | | <S'2dsd% = ra\n. (12.5) 

о о 

Как уже указывалось в § 10, рассматриваемая задача не-
корректна и поэтому на ее решение следует наложить допол-
нительные условия, вытекающие из смысла задачи. Так как 
нас интересуют сглаженные осредненные характеристики рус-
ла, то можно потребовать аналитичности решения. Можно 
пойти еще дальше и искать решение не в классе аналитиче-
ских функций, а в более узком классе полиномов от s некото-
рой степени п, т. е. полагать, что оно имеет вид: 

А,,($) = л 1 о + Л м $ + • • • / = 0, 1, 2, 

Ms) = bt0-\-blls+.,.+bl„sn
t 1 = 0 , 1 . 

Тогда все дело сводится к определению коэффициентов 
Оц и bij, обеспечивающих выполнение условия (12.5), т. е. к 

114 



решению системы алгебраических уравнений: 

1 1 . -
= / = 0 , 1 , 2 ; / = 0 , 1, . . . , п, 

о о 1 

1 1 
J = 1 = 0,1; у = 0, 1, ..., п 
0 0 

Мы рассмотрели простейший вариант задачи об определе-
нии исходных характеристик русла по наблюдениям над не-
установившимся режимом. Более сложные ее варианты, на-
пример определение;1 коэффициентов полных уравнений Сен-
Венана, а не уравнений второго приближения, как это сделано 
здесь, решаются принципиально тем же путем. Однако на 
нынешней, стадии изученности проблемы постановка более 
сложных задач вряд ли целесообразна. К ней можно будет 
перейти только после того, как рассмотренный простейший 
вариант будет всесторонне опробован на объекте, по которому 
будут иметься, с одной стороны, исчерпывающие морфометри-
ческие и гидрометрические данные, а с Другой, результаты 
тщательных измерений неустановившегося движения в усло-
виях специально поставленного эксперимента. Возможно, что 
такой объект целесообразно не искать в натуре, а создать в 
лаборатории. 

3101 



Л И Т Е Р А Т У Р А 

1. К у ч м е н т Л. С. Об использовании электронных вычислительных ма-
шин непрерывного действия для расчета гидрографа стока. Метеоро-
логия и гидрология, № 12, 1962. 

2. Ф р а н к л ь Ф. И. К теории движения взвешенных наносов. Тр. физ.-
мат. фак-та Киргизского гос. ун-та, вып. 3, Фрунзе, 1955. 

3. X а с к и н д М. Д. К теории наносов. О движении тяжелой частицы 
в турбулентном потоке. Изв. АН СССР, ОТН, № 11, 1956. 

4. М и х а й л о в а Н. А. Перенос твердых частиц турбулентными пото-
ками воды. Гидрометеоиздат, Л., 1966. 

5. Г о л о в и н А. М., Л е в и ч В. Г., Т о л м а ч е в В. В. Гидродинамика 
системы пузырей в жидкости малой вязкости. Журнал прикладной 
механики и технической физики, № 2, 1966. 

6. В о й н о в и ч В. А., Ш в а р ц А. И. Равномерное движение аэрирован-
ных водных потоков. Изв. НИИГ, т. 31, 1946. 

7. В е д е р н и к о в В. В., М а с т и ц к и й Н. В., П о т а п о в М. В. Не-
установившееся движение водного потока в открытом русле. Изд. 
АН СССР, 1947. 

8. I w a s a Y. The criterion for instability of steady uniform flows in open 
channels. Mem. Fac. Eng. Kyoto Univ., 16, № 4, 1954. 

9. П р а н д т л ь Л . Гидроаэродинамика. ИИЛ, 1949. 
10. И с а ч е н к о Н. Б. Влияние шероховатости водосбросной поверхности 

на степень воздухонасыщения открытого потока. Изв. ВНИИГ, 
т. 78, 1965. 

11. Г о н ч а р о в В. Н. Основы динамики русловых потоков. Гидрометео-
издат, 1954. 

12. Ф е д о р о в Е. П. Результаты натурных исследований катящихся волн 
на быстротоках. Тр. координационных совещаний по гидротехнике, 
вып. 7, Госэнергоиздат, 1963. 

13. О б р а з о в с к и й А. С. Применение степенной зависимости к построе-
нию модели структурного механизма открытого турбулентного по-
тока. ВОДГЭО. Тр. гидравлической лаборатории, вып. 4, 1955. 

14. Г а в р и л е н к о В. А. Распределение осредненных скоростей в турбу-
лентных равномерных потоках жидкости. Изв. НИИГ, т. 19, 1936. 

15. М и х л и н С. Г. Вариационные методы в математической физике. 
ГТТИ, 1957. 

16. М и х л и н С. Г. Численная реализация вариационных методов. Изд. 
«Наука», М„ 1966. 

17. К а н т о р о в и ч. Л. В., К р ы л о в В. И. Приближенные методы выс-
шего анализа. ГТТИ, 1949. 

18. Г у т с о н М. Г. Расчет неустановившегося режима в нижнем бьефе 
гидроэлектростанции на быстродействующей цифровой машине. Тр. 
ВНИИЭ, т. 13, Госэнергоиздат, 1961. 



ПРИЛОЖЕНИЯ 



§ I 
s о 
§ 

+ + + 1 + + + + + 1 + + + + + + 1 I I I I + + 

OO'sfi'OOlDO^OOOOOOlD^OOO ПЬт-иМОЗЮлПЮОПИЗПЮ^н^СПч CO<MCMCMCJ<MCO<MCMCM NrHM rJOJCTIN-; 0_ о о о"о"о"о о"о 'о 'о"о"о о 'о о 'о 'о о 
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ПРИЛОЖЕНИЕ II 
Правая часть критерия (6.10) f(m, а, г]) 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 2 3 

а = 1,0 

0 оо со СО ОО СО ОО СО оо 
0,01 3,340 3,334 3,332 3,334 3,339 3,346 3,394 3,453 
0,02 3,074 3,063 3,059 3,062 3,070 3,091 3,164 3,264 
0,03 2,965 2,949 2,944 2,947 2,957 2,972 3,084 3,215 
0,04 2,916 2,894 2,886 2,889 2,901 2,919 3,055 3,213 
0,05 2,897 2,869 2,858 2,861 2,874 2,895 3,051 3,230 
0,06 2,896 2,862 2,848 2,850 2,864 2,887 3,160 3,255 
0,07 2,907 2,866 2,849 2,850 2,864 2,889 3,076 3,284 
0,08 2,926 2,879 2,858 2,857 2,872 2,898 3,096 3,314 
0,09 2,952 2,897 2,872 2,870 2,884 2,911 3,118 3,343 
0,10 2 ,983 2,921 2,890 2,886 2,900 2,927 3,142 3,371 
0,12 3,057 2,977 2,936 2,927 2,939 2,966 3,185 3,422 
0,14 3,141 3,042 2,990 2,974 2,983 3,009 3,233 3,465 
0,16 3 ,234 3,113 3,048 3,024 3,029 3,053 3,274 3,500 
0,18 3,333 3,188 3,109 3,177 3,077 3,098 3,311 3,529 
0,20 3,437 3,267 3,172 3,131 3,124 3,141 3,344 3,561 
0,22 3,545 3,348 3,236 3,184 3,171 3,183 3,373 3,569 
0,24 3,657 3,430 3,300 3,237 3,217 3,224 3,399 3,582 
0,26 3 ,773 3,513 3,364 3,288 3,360 3,362 3,520 3,591 
0,28 3,891 3,597 3,427 3,339 3,303 3,298 3,439 3,597 
0,30 4,013 3,681 3,490 3,388 3,343 3,333 3,455 3,601 
0,32 4,137 3,765 3,551 3,436 3,382 3,365 3,468 3,602 
0,34 4 ,263 3,849 3,612 3,482 3,519 3,395 3,480 3,602 

.0 ,36 4,391 3,933 3,671 3,527 3,453 3,423 3,489 3,600 
0,38 4,522 4,016 3,729 3,569 3,587 3,450 3,496 3,597 
0,40 4,654 4,099 3,785 3,610 3,518 3,474 3,502 3,593 
0,42 4,789 4,181 3,940 3,750 3,547 3,496 3,506 3,587 
0,44 4,925 4,262 3,893 3,688 3,575 3,517 3,510 3,581 
0,46 5,064 4,342 3,945 3,730 3,702 . 3,537 3,512 3,675 
0,48 5,204 4,421 3,996 3,759 3,626 3,555 3,513 3,568 
0,50 5,345 4,500 4,045 3,792 3,750 3,572 3,513 3,560 
0,52 5,489 4,577 4,093 3,823 • 3,672 3,587 3,512 3,553 
0,54 5,634 4,654 4,139 3,853 3,692 3,601 3,511 3,545 
0,56 5,780 4,729 4,183 3,882 3,712 3,614 3,509 3,536 
0,58 5,928 4,803 4,226 3,909 3,730 3,626 3,507 3,528 
0,60 6,078 4,876 4,268 3,935 3,747 3,637 3,504 3,519 
0,62 6,229 4,947 4,308 3,960 3,762 3,647 3,501 3,511 
0,64 6,382 5,018 4,347 3,984 3,777 3,657 3,498 3,502 
0,66 6,536 5,087 4,385 4,006 3,791 3,665 3,494 3,593 
0,68 6,692 5,155 4,421 4,027 3,804 3,672 3,489 3,484 
0,70 6,848 5,222 4,456 4,048 3,816 3,679 3,485 3,576 
0,72 7,007 5,287 4,490 4,067 3,827 3,685 3,480 3,467 
0,74 7,166 5,351 4,522 4,085 3,837 3,691 3,476 3,458 
0,76 7,328 5,414 4,554 4,102 3,847 3,696 3,471 3,449 
0,78 ? ,490 5,476 4,584 4,119 3,856 3,700 3,465 3,447 
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Продолжение • 

т 
Т1 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 2 3 

0,80 7,654 5,536 4,613 4,134 3,864 3,704 3,460 3,432 
0,82 7,819 5,596 4,641 4,149 3,872 3,708 3,455 3,424 
0,84 7,985 5,654 4,668 4,163 3,879 3,711 3,449 3,415 
0,86 8,152 5,710 4,694 4,176 3,886 3,713 3,444 3,407 
0,88 8,321 5,766 4,719 4,188 . 3,891 3,715 3,438 3,398 
0,90 8,491 5,920 4,743 4,200 3,897 3,717 3,432 3,390 
0,92 8,663 5,873 4,766 4,211 3,902 3,718 3,427 3,382 
0,94 8,836 5,925 4,788 4,221 3,906 3,719 3,421 3,374 
0,96 9,009 5,976 4,809 . 4,831 3,911 3,720 3,415 3,366 
0,98 9,184 6,026 4,830 4,241 3,914 3,721 3,409 3,358 
1 9,360 6,074 4,849 4,249 3,918 3,721 3,403 3,350 

а = 1,02 

0 оо со со со СО ОО СО + 
0,01 3,537 3,531 3,529 3,532 3,537 3,545 3,601 3,670 
0,02 3,260 3,249 3,245 3,249 3,259 3,272 3,370 3,486 
0,03 3,151 3,134 3,129 3,133 3,146 3,164 3,2'96 3,452 
0,04 3,104 3,081 3,073 3,078 3,093 3,115 3,277 3,466 
0,05 3,089 3,060 3,049 3,054 3,071 3,097 3,285 3,501 
0,06 3,093 3,067 3,044 3,049 3,067 3,095 3,305 3,544 
0,07 3,111 3,068 3,051 3,054 3,074 3,104 3,334 3,591 
0,08 3,138 3,087 3,066 3,068 3,088 3,121 3,367 3,639 
0,09 3,172 3,113 3,087 3,088 3,108 3,142 3,402 3,686 
0,10 3,211 3,143 3,113 3,112 3,132 3,167 3,438 3,731 
0,12 3,303 3,216 3,174 3,168 3,187 3,223 3,510 3,813 
0,14 3,408 3,399 3,345 3,232 3,248 3,384 3,579 3,886 
0,16 3,523 3,389 3,321 3,300 3,312 3,347 3,643 3,947 
0,18 3,647 3,586 3,500 3,370 3,378 3,410 3,703 4,000 
0,20 3,777 3,586 3,483 3,442 3,443 3,472 3,756 4,044 
0,22 3,914 3,789 3,566 3,514 - 3,508 3,532 3,904 4,080 
0,24 4,057 3,795 3,651 3,585 3,571 3,590 3,848 4,110 
0,26 4,205 3,903 3,735 3,656 3,633 3,746 3,886 4,134 
0,28 4,359 4,013 3,820 3,725 3,692 3,700 3,920 4,153 
0,30 4,518 4,124 3,904 3,794 3,751 3,750 3,951 4,168 
0,32 4,682 4,236 3,987 3,860 3,807 3,798 3,977 4,180 
0,34 4,851 4,349 4,070 3,925 3,860 3,844 4,000 4,189 
0,36 5,025 4,462 4,151 3,988 3,911 3,887 4,021 4,195 
0,38 5,204 4,576 4,232 4,049 3,960 3,927 4,038 4,198 
0,40 5,388 4,690 4,311 4,108 4,007 3,966 4,053 4,200 
0,42 5,577 4,804 4,388 4,165 4,052 4,002 4,066 4,200 
0,44 5,772 4,918 4,464 4,221 4,094 4,035 4,077 4,199 
0,46 5,972 5,031 4,539 4,274 4,135 4,067 4,086 4,196 
0,48 6,178 5,145 4,611 4,325 4,173 4,097 4,094 4,193 
0,50 6,389 5,258 4,683 4,375 4,210 4,125 4,100 4,189 
0,52 6,606 5,371 4,752 4,422 4,244 4,151 4,105 4,183 
0,54 6,829 5,483 4,820 4,468 4,277 4,175 4,104 4,178 
0,56 7,059 5,595 4,886 4,512 4,308 4,198 4,112 4,171 
0,58 7,295 5,706 4,961 4,554 4,338 4,219 4,113 4,164 
0,60 7,538 5,816 5,014 4,595 4,365 4,239 4,114 4,157 
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Продолжение 

0,62 
0,64 
0,66 
0,68 
0,70 
0,72 
0,74 
0,76 
0,78 
0,80 
0,82 
0,84 
0,86 
0,88 
0,90 
0,92 
0,94 
0,96 
0,98 
1,00 

7,788 
8,045 
8,310 
8,583 
8,865 
9,156 
9,456 
9,765 

10,086 
10,417 
10,760 
11,160 
11,485 
11,8 
12,267 
12,681 
13,114 
13,565 
14,036 
14,530 

0,2 

5,925 
7,200 
6,141 
6,247 
6,353 
6,457 
6,560 
6,662 
6,763 
6,862 
6,960 
7,057 
7,152 
7,246 
7,339 
7,430 
7,520 
7,608 
7,695 
7,784 

0,4 

5,075 
5,134 
5,192 
5,248 
5,302 
5,355 
5,506 
5,456 
5,504 
5,550 
5,595 
5,639 
5,680 
5,721 
5,760 
5,798 
5.935 
5,870 
5,904 
5.936 

0,6 

4,633 
4,670 
4,706 
4,740 
4,772 
4,803 
4,833 
4,861 
4,888 
4,914 
4,938 
4,962 
4,984 
5,005 
5,025 
5,044 
5,062 
5,080 
5,096 
5,113 

0,8 

4,392 
4,416 
4,440 
4,462 
4,483 
4,502 
4,521 
4,538 
4,554 
4,569 
4,583 
4,597 
4,609 
4,621 
4,632 
4,642 
4,651 
4,660 
4,668 
4,676 

i = 1 , 0 4 

4,257 
4,274 
4,290 
4,304 
4,318 
4,390 
4,342 
4,353 
4,362 
4,371 
4,379 
4,387 
4,394 
4,400 
4,403 
4,410 
4,415 
4,419 
4,422 
4,425 

4,115 
4,114 
4,113 
4,111 
4,109 
4,106 
4,103 
4,100 
4,096 
4,092 
4,088 
4,084 
4,079 
4,074 
4,069 
4,064 
4,059 
4,053 
4,048 
4,042 

4,150 
4,142 
4,134 
4,125 
4,117 
4,108 
4,100 
4,091 
4,082 
4,074 
4,065 
4,056 
4,047 
4,038 
4,030 
4,021 
4,012 
4,004 
3,995 
3,987 

0 
0,01 
0,02 
0,03 
0,04 
0,05 
0,06 
0,07 
0,08 
0,09 
0,10 
0,12 
0,14 
0,16 
0,18 
0,20 
0,22 
0,24 
0,26 
0,28 
0,30 
0,32 
0,34 
0,36 
0,38 
0,40 
0,42 

с» 
3,772 
3,485 
3,376 
3,333 
3,325 
3,338 
3,365 
3,403 
3,448 
3,501 
3,621 
3,757 
3,908 
4,070 
4,244 
4,429 
4,625 
4,832 
5,050 
5,280 
5,522 
5,778 
6,047 
6,332 
6,633 
6,952 

со 
3,766 
3,473 
3,358 
3,309 
3,294 
3,299 
3,319 
3,348 
3,384 
3,426 
3,524 
3,634 
3,755 
3,884 
4,020 
4,162 
4,309 
4.461 
4,617 
4,778 
4,943 
5,112 
5,285 
5.462 
5,642 
5,826 

со 
3,765 
3,471 
3,354 
3,302 
3,284 
3,287 
3,302 
3,327 
3,359 
3,396 
3,482 
3,578 
3,682 
3,792 
3,906 
4,024 
4,143 
4,265 
4,388 
4,513 
4,638 
4,763 
4,889 
5,015 
5,141 
5,267 

оо 
3,768 
3,476 
3,360 
3,310 
3,293 
3,295 
3,310 
3,335 
3,365 
3,400 

^3,481 
3,571 
3,668 
3,767 
3,870 
3,974 
4,078 
4,183 
4,287 
4,391 
4,493 
4,595 
4,695 
4,794 
4,891 
4,987 

оо 
3,775 
3,486 
3,376 
3,329 
3,315 
3,320 
3,337 
3,363 
3,394 
3,430 
3,5011 
3,600 
3,693 
3,789 
3,885 
3,982 
4,078 
4,172 
4,266 
4,357 
4,446 
4,534 
4,619 
4,701 
4,781 
4,859 

оо 
3,784 
3,504 
3,398 
3,357 
3,347 
3,356 
3,377 
3,406 
3,440 
3,478 
3,563 
3,653 
3,746 
3,841 
3,935 
4,027 
4,118 
4,207 
4,293 
4,377 
4,458 
4,535 
4,610 
4,682 
4,751 
4,817 

со 
3,852 
3,621 
3,559 
3,556 
3,581 
3,621 
3,670 
3,723 
3,780 
3,837 
3,953 
4,066 
4,174 
4,276 
4,370 
4,459 
4,540 
4,615 
4,684 
4,747 
4,805 
4,857 
4,905 
4,948 
4,988 

- 5,124 

оо 
3,932 
3,761 
3,749 
3,790 
3,853 
3,927 
4,005 
4,083 
4,161 
4,237 
4,379 
4,509 
4,626 
4,729 
4,971 
4,901 
4,971 
5,132 
5,085 
5,131 
5,171 
5,204 
5,233 
5,258 
5,278 
5,295 
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П родолжение 

11 
т 

11 
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 2 3 

0,44 7,292 6,014 5,392 5,080 4,934 4,880 5,056 5,309 
0,46 7,653 6,206 5,517 5,172 5,007 4,941 5,085 5,321 
0,48 8,039 6,402 5,641 5,262 5,007 4,998 : 5,111 5,330 
0,50 8,452 

8,896 
6,601 5,765 5,350 5,145 5,000 5,135 5,336 

0,52 
8,452 
8,896 6,804 5,887 5,435 5,210 5,105 5,156 . 6,341 

0,54 9,376 7,011 6,009 5,519 5,332 5,155 5,176 5,345 
0,56 9,897 7,222 6,130 5,600 5,333 5,202 5,191 5,346 
0,58 10,466 7,437 6,249 5,680 5,391 5,247 5,206 5,347 
0,60 11,090 7,655 6,367 5,757 5,447 5,290 5,219 5,346 
0,62 11,780 7,878 6,484 5,832 5,500 5,330 5,230 5,344 
0,64 12,551 8,105 6,606 5,905 5,552 5,369 5,240 5,342 
0,66 13,421 8,336 6,714 5,975 5,601 5,505 5,248 5,338 
0,68 14,413 8,572 6,827 6,044 5,648 5,439 5,256 5,334 

. 0,70 15,565 8,811 6,938 6,111 5,693 5,472 5,262 5,329 
0,72 16.926 9,055 7,047 6,175 5,736 5,502 5,267 5,324 
0,74 18,574 9,304 7,155 6,237 5,777 5,531 5,271 5,318 
0,76 20,638 9,557 7,260 6,298 5,816 5,559 5,274 5,312 
0,78 23,340 9,914 7,365 6,356 5,854 5,584 5,277 5,305 
0,80 27,127 10,077 7,467 6,412 5,890 5,609 5,278 5,298 
0,82 33,059 11,344 7,568 6,466 5,924 5,732 5,279 5,291 
0,84 44,684 10,616 7,666 6,519 5,956 5,653 5,279 5,283 
0,86 93,642 10,893 7,763 6,569 5,987 5,673 5,279 5,275 
0,88 _ 11,175 7,858 6,618 6,016 5,692 5,278 5,267 
0,90 — 11,463 7,951 6,665 6,044 5,710 5,277 5,259 
0,92 11,755 8,041 6,710 6,071 5,726 5,275 5,251 
0,94 13,053 8,130 6,753 6,096 5,742 5,273 5,242 
0,96 12,357 8,217 6,795 6,120 5,756 5,270 5,234 
0,98 13,667 8,301 6,835 6,142 5,770 5,267 5,225 
1 — 12,982 8,384 6,873 6,163 5,782 5,264 5,216 

а = 1,06 

0 со со со оо со со оо . со 
0,01 4,063 4,056 4,056 4,060 4,069 4,086 4,162 4,261 
0,02 3,764 3,751 3,750 3,758 3,773 3,793 3,939 4,113 
0,03 3,657 3,638 3,635 3,645 3,666 3,694 3,897 4,140 
0,04 3,622 3,596 3,591 3,604 3,629 3,665 3,921 4,226 
0,05 3,625 3,592 3,584 3,598 3,628 3,670 3,976 4,340 
0,06 3,751 3,709 3,599 3,614 3,748 3,796 4,049 4,468 
0,07 3,694 3,643 3,629 3,644 3,682 3,736 4,133 4,604 
0,08 3,748 3,688 3,669 3,685 3,726 3,786 4,225 4,744 
0,09 3,813 3,741 3,718 3,733 3,777 3,842 4,320 4,885 
0,10 3,886 3,802 3,774 3,788 3,834 3,903 4,419 5,027 
0,12 4,052 3,941 3,900 3,911 3,960 4,038 4,623 5,307 
0,14 4,242 4,099 4,041 4,047 4,099 4,182 4,828 5,580 
0,16 4,454 4,273 4,196 4,194 4,245 4,334 5,034 5,843 
0,18 4,687 4,462 4,361 4,349 4,399 4,491 5,237 6,096 
0,20 4,943 4,664 4,535 4,511 4,557 4,652 5,437 6,337 
0,22 5,222 4,880 4,719 4,679 4,720 4,815 5,633 6,567 
0,24 5,527 5,110 4,911 4,853 4,886 4,980 5,823 6,784 

Ш 



Продолжение • 

•n 
т 

•n 
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 2 3 

0,26 5,860 5,355 5,112 5,031 5,156 5,14 6,009 6,991 
0,28 6,226 5,616 5,321 5,215 5,227 5,314 6,190 7,185 
0,30 • 6,629 5,892 5,538 5,403 5,401 5,582 6,365 7,369 
0,32 7,076 6,187 5,764 5,596 5,577 5,650 6,535 7,543 
0,34 7,576 6,502 6,000 5,793 5,755 5,819 6,699 7,706 
0,36 8,140 6,839 6,245 5,994 5,934 5,987 6,857 7,859 
0,38 8,784 7,301 6,500 6,200 6,116 6,155 7,010 8,003 • 
0,40 9,529 7,590 6,765 6,410 6,298 6,323 7,157 8,138 
0,42 10,407 8,012 7,042 6,625 6,482 6,490 7,299 8,264 
0,44 11,468 8,470 7,331 6,844 6,667 6,657 7,435 8,383 
0,46 12,790 8,971 7,633 7,068 6.853 6,822 7,566 8,493 
0,48 14,512 9,523 7,950 7,297 7,041 6,987 7,602 8,597 
0,50 16,904 10,604 8,182 7,531 7,229 7,151 7,813 8,693 
0,52 20,601 10,824 8,631 7,769 7,418 7,314 7,929 8,783 
0,54 27,643 11,604 8,998 8,013 7,608 7,475 8,040 * 8,867 
0,56 53,540 12,501 9,386 8,263 7,799 7,636 8,116 8,945 
0,58 — 13,551 9,797 8,518 7,990 7,795 8,247 9,018 
0,60 14,808 10,233 8,778 8,183 7,952 8,344 0,085 
0,62 — 17,355 10,698 9,145 8,375 8,108 8,437 9,148 
0,64 — 18,338 11,194 9,318 8,568 8,262 8,526 9,206 
0,66 — 21,025 11,727 9,597 8,762 8,415 8,610 9,260 
0,68 — 25,002 12,302 9,884 8,956 8,566 8,691 9,310 
0,70 — 31,906 13,926 10,177 9,150 8,715 8,767 9,356 
0,72 49,596 13,605 10,478 9,345 8,862 8,840 9,399 
0,74 — — 15,351 10,786 9,539 9,008 8,910 9,438 
0,76 — — 15,177 11,102 9,733 9,151 8,976 9,474 
0,78 — — 16,098 11,427 9,928 9,292 9,139 9,507 
0,80 — — 17,138 11,760 10,122 9,431 9,099 9,538 
0,82 — — 18,326 12,103 11,316 9,568 9,156 9,566 
0,84 — — 19,706 12,456 10,509 9,702 9,209 9,591 
0,86 — — 21,338 12,818 11,703 9,935 9,260 9,615 
0,88 — — 23,319 13,192 10,895 9,964 9,308 9,636 
0,90 — — 25,803 13,576 11,087 10,092 9,354 9,656 
0,92 — — 29,6064 13,373 11,278 10,217 9,397 9,673 
0,94 — — 33,644 15,382 11,468 10,340 9,538 9,689 
0,96 — — 40,834 14,804 11,657 10,460 9,477 9,703 
0,98 — — 55,922 15,240 11,846 10,578 9,514 9,716 
1 — — 11,329 15,691 12,033 10,693 9,548 9,727 

а = 1,08 

0 оо со со со со оо со со 
0,01 4,432 4,425 4,426 4,432 4,444 4,459 4,563 . 4,689 
0,02 4,123 4,110 4,110 4,121 4,142 4,169 4,358 4,588 
0,03 4,023 4,003 4,002 4,018 4,046 4,084 4,355 4,685 
0,04 4,002 3,975 .3,973 3,992 4,028 4,077 4,421 4,851 
0,05 4,024 3,988 3,984 4,007 4,050 4,110 4,539 5,075 
0,06 4,073 4,028 4,021 4,047 4,098 4,167 4,676 5,321 
0,07 4,142 4,086 4,076 4,105 4,162 4,242 4,833 5,591 
0,08 4,227 4,159 4,145 4,175 4,240 4,330 5,004 5,883 
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П родолжение 

т 
•п 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 2 3 

0,09 4,324 4,243 4,225 4,257 4,388 4,428 5,188 6,196 
0,10 4,434 4,338 4,314 4,348 4,425 4,536 5,384 6,532 
0,12 4,685 .4,564 4,517 4,552 4,642 4,773 5,811 7,279 
0,14 4,980 4,805 4,749 4,783 4,885 5,038 6,286 8,149 
0,16 5,319 5,088 5,008 5,040 5,153 5,329 6,816 9,186 
0,18 5,710 5,408 5,397 5,323 5,447 5,647 7,409 11,476 
0,20 6,160 5,768 5,617 5,633 5,769 5,994 8,083 12,152 
0,22 6,686 6,173 5,972 5,974 6,120 6,374 8,861 15,511 
0,24 7,307 6,635 6,366 6,949 6,505 6,791 9,778 18,301 
0,26 8,056 7,164 6,807 6,765 6,931 7,352 10,891 26,382 
0,28 8,986 7,781 7,309 7,230 7,404 7,766 12,293 12,317 
0,30 10,186 8,513 7,881 7,752 7,934 8,346 14,160 
0,32 11,830 9,402 8,545 8,348 8,537 9,008 16,864 — 

0,34 14,308 10,519 9,331 9,037 9,330 9,778 21,400 
0,36 18,778 11,992 10,284 9,849 10,045 10,691 32,091 
0,38 31,949 .14,076 11,481 10,831 11,023 11,805 — — 

0,40 — 17,406 13,056 12,058 12,236 13,214 — 

0,42 — 24,252 15,283 13,661 13,806 15,096 _ — 

0,44 — 65,552 18,833 15,905 15,907 17,817 — , 
0,46 — — 26,085 19,420 19,271 22,347 — — 

0,48 — — 67,143 26,305 25,382 32,673 — 

0,50 — — — 55,462 45,088 — — — 

0,52 
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НАУЧНО-ТЕХНИЧЕСКОЕ 
ГИДРОМЕТЕОРОЛОГИЧЕСКОЕ ИЗДАТЕЛЬСТВО 

, готовит к выпуску в 1968 г. монографии 
по гидрологии 

Ж е л е з н я к о в Г. В., проф., д-р техн. наук. 
Теоретические основы гидрометрии. 15 л. 95 коп. III кв. 2-9-6. 
В книге обобщены и развиты вопросы теории гидрометрии. Большое 

внимание уделяется гидравлическому обоснованию способов производства 
гидрометрических работ на реках, а также каналах. Дан гидромеханиче-
ский анализ показаний приборов для измерения скоростей движения во-
ды, в том числе и в условиях нестационарных течений жидкости. 

Рассчитана на специалистов в области гидрологии, гидравлики, гид-
ротехники, строительства мостов и тоннелей, а также на аспирантов и 
студентов старших курсов высших учебных заведений. 
З н а м е н с к а я Н. С., канд. техн. наук. 

Грядовое движение речных наносов. 10 л. 60 коп. II кв. 2-9-6. 
В монографии устанавливаются основные закономерности движения 

гряд, предлагается классификация микроформ, которая увязывается с ти-
пизацией средних форм и типизацией руслового процесса. Количественные 
критерии этой классификации позволили связать форму гряд с гидравли-
кой потока и характеристиками наносов, а также придать гидравлический 
аспект типизации руслового процесса. Использование этой зависимости 
позволило по-иному решить ряд практических задач, среди которых: рас-
ход донных наносов, потери энергии, деформации русла и моделирование 
на размываемых моделях. Монография рассчитана на инженеров-гидроло-
гов, гидравликов, гидротехников и научных сотрудников, работающих в 
области руслового процесса, а также на студентов указанных специаль-
ностей. 
К о в з е л ь А. Г., канд. техн. наук. 

Исследования по программе Международного гидрологического деся-
тилетия в СССР. 3 л. 35 коп. III кв. 2-9-6. 

Обзор содержит краткие резюме предварительных итогов1 исследова-
тельских гидрологических работ, выполненных различными гидрологиче-
скими научно-исследовательскими, проектными и учебными учреждениями 
СССР по программе МГД в первые три года Гидрологического десяти-
летия'. 

Рассчитан на гидрологов. 
К о р з у н В. И., канд. геогр. наук. 

Сток и потери талых вод на склонах полевых водосборов. 7 л. 55 коп. 
II кв. 2-9-6. 

Рассмотрено влияние малоизученных факторов — длины и экспозиции 
склона — на формирование, ход и величины стока талых вод на склонах 
(необлесенных) водосборов. 

В работе использованы материалы наблюдений и экспериментальных 
исследований Валдайской научно-исследовательской гидрологической ла-
боратории ГГИ за 1950—1964 гг. 

Рассчитана на гидрологов и агрометеорологов. 

Заказы на эти книги просим направлять по адре-
су: г. Ленинград, П-101, Большой пр., дом 57, мага-
зин № 15 Ленкниги. 
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